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摘要 

本研究發展一套自適性的最佳參數評估

技術，在無須解析解情況下，幫助找出無網格

法收斂的數值解所使用的最佳參數。過往無網

格法的最佳參數一直沒有明確的尋找方法，一

般我們會藉由與解析解的比較來選擇參數，因

此解實際工程問題受到限制。最後本文提供數

值算例，証明此評估技術的準確性。 

關鍵字:無網格方法，最佳參數，自適性 

 

1.前言 

 在簡單外型的物理問題，我們可運用數

學理論推得解析解來讓我們了解領域內真實

的物理行為，但在一般的工程問題，對於其複

雜邊界外型的分析往往無法求得解析解，因

此，隨著電腦的進步，學者們研究發展出各種

數值方法來幫助我們求得近似解析解的數值

解；藉此了解工程問題定義域(Domain)內的物

理行為。 

 藉由學者們多年的研究突破，各種數值

方法蓬勃發展[1-7]，諸如有限元素(FEM)、

邊界元素(BEM)[9]都已被廣泛的研究並發表

於期刊和會議上；其中有限元素法(FEM)須在

定義域內設置網格來計算場內的數值解，網格

疏密關乎精準度，也是目前工程界中最常使用

且擁有最完善的數值套裝軟體；邊界元素法

(BEM)則是只對邊界切割成多個線段，計算邊

界上的物理量，再藉由領域內積分方程式來計

算場內的解。無網格法是近代學術研究中主流

探討的數值方法，因為發展時間較有限元素

(FEM)與邊界元素(BEM)短暫許多，其工程接

受度相對較低，但因其收斂迅速、計算簡單、

內差精準度高等之優異特性，對於學者們仍有

很大的吸引力；無網格法打破傳統，簡化數值

方法的前處理，僅需在場內或場外佈點，以基

底內插求解線性代數系統，模擬出場之運動方

式。 

由於研究人員的努力，以 BEM 為基礎的

各類無網格方法快速發展，方法的各種困難與

瓶頸也逐漸被突破和解決，如 MFS 方法、MQ

方法、Trefftz 方法[10-12]等，均已在相關文

獻上多有記載，但在兩點函數的無網格方法上

[4，13]，最佳參數的判斷一直是這方法難以

突破的困難之ㄧ，一般文章中，皆使用與解析

比較的方式來求得最理想的參數，但對於解析

解未知的工程問題，無網格法最佳參數的選取

至今仍未有一個有系統的找尋技術，造成無網

格法的準確性與穩定性受到質疑，實用性也就

大大的降低，方法的發展與進步也因此受到阻

礙。 

本研究裡，我們發展了新的參數評估技

術來解決無網格法最佳參數難以求得的困

難。以 MFS 求解兩種不同的定義域(Domain)

下的物理問題，分別給定 Dirichled 和 Mixed 

type 兩種不同邊界條件，藉此探討此方法的精

準度與實用性。 

 
2.問題描述和求解方法 
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2.1 控制方程和邊界條件 

如圖 1所示，求解二維不規則幾何外型

的勢能解 )(xu ，其控制方程式表示如下: 

Dxxu ∈=∇ ,0)(2  (1)
2∇ 代表拉普拉斯操作元(Laplace 

operator)，D 代表問題定義域，x 屬於定義域

上任一點。邊界條件給定: 
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其中 u 和 t 分別代表定義域上之勢能及勢能對

x 的法向微分， xn 即代表 x 的法向量，而 1B 表

示 Dirichlet 邊界， 2B 代表 Neumann 邊界。  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.2 解題方法 

上式的勢能可以以徑向基底函數疊加求

得: 
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n 代表基底函數的總數， jφ 代表第 j 個

基底的權重，為一組待定係數， ),( jsxU 以徑

向函數當作基底， 
x

j
j n

sxU
sxL

∂
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=
),(

),( ，x

為其觀測點(observation point)， js 為分布於域

內或域外的內插點。 

常用的典型徑向基底函數如下: 

Method of fundamental solutions (MFS):  

ijji rsxU ln),( =  (5)

Multi-Quadrics (MQ):      

2/122 )(),( −+= ijji rcsxU  (6)

Gaussians(高斯):      

)exp(),( 2
ijji crsxU −=  (7)

Thin-Plate Spline (TPS):     

ij
k

ijji rrsxU ln),( 2=  (8)

其中 c、k 分別代表其未定參數，而 ijr 即是第

i個觀測點與第j個內插點的距離。根據 Wang 

J. G. 和 Liu G. R. [13] 的研究建議，k 可取

1.03。 

為了求得未定係數φ，先將場點佈置於

邊界之上，當 x座落於邊界所選取的 n個點上

可得線性代數系統如下: 
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其中 )(~
1 xu 座落在 1B ， )(~

2 xu 座落在 2B ， 
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Fig.1.欲解問題的草表示圖 
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配合邊界條件後可得: 
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藉由線性代數法求解可得未定係數φ~ 。 

觀測點與內插點的分佈如圖 2所示，其

中 d為佈在邊界上的觀測點與內插點的距離。 

 

 

因為不同距離 d 會得到不同的勢能值

)(xu ，以往需藉由參照解析解的方式來決定

最佳的參數 d，也因此能處理的問題會受到限

制，本研究針對這此缺陷而發展出一套最佳參

數評估技術，希望能在無須參照解析解的情況

下，仍可獲得最佳的參數 d，此最佳參數評估

技術的求解步驟將在下一章節詳述。 

 

 

2.3 最佳參數評估技術 

 本研究針對無網格法的最佳參數難以決

定的缺點，發展出一套自適性的最佳參數評估

技術，此技術無需用到解析解。 

1. 第一步，求解二維邊界值問題，藉由邊界

條件(2)，使用無網格法可以求的邊界上

的物理量
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2. 第二步，利用所求出的 )()( 11 xtxt = 和

22 )( uxu = 當成新問題的邊界條件，再使

用無網格法求出原始邊界上的物理量，
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3. 第三步，我們將第二步的所得到的

11 )( uxu = 比較原始邊界條件

11 )( uxu = ，藉由相對誤差公式，

dsuuuu
2

1111 ∫ −=− ，不同的參數

下，可求的不同的誤差值，繪製出誤差曲

線如，圖(3)所示。在本研究的最佳參數

評估技術，最佳參數值 d 是位於誤差曲線

圖(3)的反曲點，代表的涵義是介於平穩

誤差(due to data smoothing)和擾動誤差

(due to noise disturbance)的平衡點。 

以上最佳參數評估技術的詳細流程如圖(4)所

示。 

 

 

 

d

Field point (x)

Interpolation point (s)

dd

Field point (x)

Interpolation point (s)

Fig.2,d 為場點與內插點的距離。 
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此自適性最佳參數評估技術突破須要解

析解的限制，在不需要解析解的情況下，亦可

求得各類徑向基底函數的參數。 

 

3.數值案例 

以下舉兩個數值案例來證明此參數評估

技術的有效性和準確性，第一個案例為方型板

含 Dirichlet 邊界條件的問題，第二個案例為

1/4 單連通含 Mixed type 邊界條件的問題，證

明此參數評估技術用於求解基本解法(MFS)最

佳參數的功效。 

 

3.1.方型板含 Dirichlet 邊界條件的問

題 

第一個案例我們使用每邊長 1.0m 含

Dirichlet 邊界的方板穩態熱傳問題，四個邊的

邊界條件為 xxu =)(1 ， 0)(2 =xu ，

xxu =)(3 ， 0)(4 =xu ，如圖 5所示。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig.3.誤差收斂曲線 

Fig.5.方型板含 Dirichlet 邊界條件的問題 
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Fig.4.最佳參數評估技術流程圖 
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相對誤差公式:
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於真實物理邊界上均勻佈觀測點，並於

邊界外佈虛擬邊界如圖 6。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

其數值理論域內任意點之勢能值為

xxu =)( ，域內勢能解析解如圖 7。 

 

首先探討點數的收斂性，分別計算邊界

上不同觀測點數量的相對誤差值，畫出誤差曲

線如圖 8。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

由誤差曲線可得知約佈60點即達到收斂

效果。接著以邊界佈 60 點來探討此最佳參數

評估技術與解析解相比的準確度。 

首先，我們以基本解法(MFS)求解，參照

解析解可求得參數誤差曲線，如圖 9所示，所

得到的最佳參數為 d=0.1m；接著使用最佳參

數評估技術，其參數誤差曲線亦畫在圖 9，由

兩誤差曲線可發現本研究之誤差趨勢與對照

解析解時的情況是相符的，並且兩誤差曲線的

低點也十分接近，接著以最佳參數求得域內勢

能解如圖 10，並比照解析解(圖 7)，由兩場解

圖的一至性成功證明本參數評估技術的有效

性和準確度。 
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3.2 1/8 單連通含 Mixed type 邊界條件

的問題 

第二個案例我們使用邊界型態為 Mixed 

type 的 1/8 單連通問題，內半徑 r1=0.75m，

外半徑 r2=3r1=2.25m，夾角為 45 度，邊界條

件 01 == uu ， 12 == uu ， 0=t ，如圖 11。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

勢能和流量值的理論方程式表示如下: 
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其域內勢能解析解如圖 12。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

接著同樣探討點數的收斂性，先在真實

物理邊界上佈觀測點(collocation)，於虛擬邊界

上佈點內差(source)如圖 13。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

分別計算佈不同數量的觀測點時的誤差值，並

以誤差曲線表示如圖 14。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

由誤差曲線可得知佈 80 點即達到收斂效果，

接著以佈 80 點來探討此最佳參數評估技術與

解析解相比的準確度。 

我們以 MFS 參照解析解，其參數誤差曲

線所得到的最佳參數為 d=1.0；接著做新研究

的參數評估技術，以研究的參數評估技術參照

MFS 解並繪出誤差曲線，與原參數誤差曲線

比較如圖 15，所得到的最佳參數同樣為

d=1.0，對照兩誤差曲線，證明此最佳參數評

估技術所求得之參數相當接近對照解析解之

所得，並繪出用此參數所求得的勢能解圖如圖

16(a)，並與解析解圖 12 做比較，可得數值結

果近似理論結果，並同時繪出參數過小及過大
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Fig.12. 算例二的解析解 

Fig.13. 算例二之觀測點與內插點的分佈。 

Fig.14. 算例二的點數收斂分析 
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的情況如圖 16(b)與(c)，比照圖 12與 16，可

成功證明本參數評估技術確實較為準確。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

4.結論 

 本研究成功證明本法所提供的參數評估

技術用於基本解法(MFS)解二維勢能問題的有

效性與準確性，由數值驗證，可知本參數評估

法所求得之參數與藉由解析解所求得的參數

是十分接近的。成功證明即使在沒有解析解的

情況下，我們亦可求出精準的參數。 
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ABSTRACT 
 

In this study, we develop the technique of 

optimal parameter estimation to obtain the 

optimal parameter without having analytical 

solution. This study develops an adaptive 

scheme of the optimal parameter estimation. The 

convergent numerical solutions of the meshless 

method adopting the optimal parameter can be 

obtained in unavailable analytic solution 

condition. The technique transforms the 

influence matrix into a well-posed one by 

choosing an appropriate parameter for d and had 

been successfully applied to overcome the 

problem of the optimal parameter is unknown. 

Finally, the results of the numerical experiments 

by using the method fundamental solutions are 

presented to justify the validity of the technique. 
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