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T fft th dTrefftz method
Method of fundamental solutions
Radial basis function collocation 



Hi h ( ti lHigh accuracy (exponential error 
convergence)
Simplicity in formulation
Meshless
Boundary method (Trefftz, MFS)
Solve ill‐posed BVP without iterationSolve ill‐posed BVP without iteration
Easy to adapt to n‐dimensional problem 





I it it bl f i i li tiIs it suitable for engineering applications, 
such as arbitrary geometry?
Is it efficient? (CPU time)
Is it accurate? (Coupled with efficiency)
Is the theory easy to understand?
Is it easy to write computer program?Is it easy to write computer program?



I it l h t l liIs it general enough to solve linear or 
nonlinear, homogeneous or inhomogeneous, 

t t i bl ffi i t d llconstant  or variable coefficients, and all 
kinds of governing equations?
Are commercial software widely available?
Is there inertia (people are comfortable with 
the method they use)?  





S l th Di i hl t blSolve the Dirichlet problem
2 0 inu∇ = Ω

Utilize the Ritz method
( ) inu f= Γx

Ut e t e t et od



A i t th l ti i t f t i lApproximate the solution using a set of trial 
functions
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R i t i l f ti tRequire trial functions to 
satisfy the governing 

tiequation
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U h i l i lUse harmonic polynomials
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T fft H f l tiTrefftz‐Herrera formulation
Weighted residual formulation
Collocation formulation
Hybrid methodsyb d et ods





S l ti i bSolution given by
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P t ti l fl dPotential flow around 
objects
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P i t ll ti (M th & J h 1997)Point collocation (Mathon & Johnson, 1997)
Least square, optimization formulation 
(Fairweather)
Boundary integral equations
Boundary element method.

Cheng, A.H.‐D. and Cheng, D.T., “Heritage and early history of 
the boundary element method,” ENGINEERING ANALYSIS WITH
BOUNDARY ELEMENTS V l 29 N 3 268 302 2005BOUNDARY ELEMENTS, Vol. 29, No. 3, pp. 268–302, 2005. 





G i tiGoverning equation

{ ( )} ( )u f= ∈Ωx x xL

Essential and natural boundary conditions
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Approximation by trial functionsApproximation by trial functions
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G l ki th d T i l f ti i htGalerkin method: Trial function as weight

i iw φ=
Subdomain method: Step function
Collocation method: Dirac delta functionCo ocat o et od ac de ta u ct o

( , )i iw δ= x x





A i t l tiApproximate solution

Solved by collocation, subdomain, and So ed by co ocat o , subdo a , a d
Galerkin method
Integration performed exactlyIntegration performed exactly





W b th t G l ki th d i thWe observe that Galerkin method is the 
most accurate, and collocation the least.
Integration distributes the error and point 
collocation concentrates the error.
So why do we claim the point collocation 
has the highest accuracy?





FEM i t l t “ h i l i bl ”FEM interpolate “physical variables”
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t s o y eas b e to te po ate p ys ca
variable locally, not globally
Elements are introducedElements are introduced
Elements approximate geometry; hence 
loses accuracyloses accuracy



L d l i l d fLow degree polynomials are used for 
interpolation.
Poor continuity between elements
FEM error is 

( )kO hε ∼
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It i i ibl f FEM FDMIts accuracy is impossible for FEM, FDM, or 
any other methods  that uses local, rather 
th l b l i t l ti t t hthan global interpolation, to match.
Using Trefftz method, Li solved Motz 

8problem to an accuracy of 10‐8 using about 
30 terms  
Using RBF collocation, a Poisson equation 
was solved to an accuracy of 10‐15 using a 
20x20 grid. 



A h i d h FEM/FDMAssume that using a modest mesh, FEM/FDM can 
solve a problem to an accuracy of 0.1%.
Using a quadratic element or central differenceUsing a quadratic element or central difference, 
the error estimate is h2.
To reach an accuracy of 10‐15, the FEM result needs y ,
to be improved 10‐12 fold.
h needs to be refined 106 fold in linear dimension, 

i h b d illimeaning that between any two nodes, one million 
nodes need to be inserted. 



In a 3D problem this means 1018 fold moreIn a 3D problem, this means 1018 fold more 
degrees of freedom.
The effort of solution will be between 1036 to 1054
fold
The fastest computer in the world (not yet 
d l d) h h d fl ( 12 fldelivered) has just reached petaflop (1012 flops 
per second). 
If the original problem requires 1 floating pointIf the original problem requires 1 floating point 
operation (CPU=10‐12 sec), the CPU time needed 
will be between 1017 to 1035 years
The age of universe is 2 x 1010 years!





G i tiGoverning equation
( ) ( ),u f= ∈ΩL x x

Boundary condition
( ) ( ),u g= ∈Γx xB ( ) ( ),g



A i t l ti i i bAssume approximate solution is given by
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( )φ x( )φ x

M i lMonomial 
Chebyshev polynomial 
Fourier series 
Wavelet a e et
Fundamental solutions (MFS)
Non singular general solution (Trefftz)Non‐singular general solution (Trefftz)
Radial basis function (RBF)





Trial functions:Trial functions: 
harmonic polynomials,
translation of harmonic function

Weighted residual formulation: Error bounded by 
quadrature error
Point collocation: Exponential error bound

C d b
( ) , 0 1NOε λ λ< <∼

Condition number
( )Cond , 1NO β β >∼

Effective condition number much better



Weakly singular problem:Weakly singular problem: 
No treatment of 
singularity, using only g y, g y
local mesh refinement, 
logarithmic error 
convergence
Strongly singular problem: 
No treatment ofNo treatment of 
singularity, no 
convergence.convergence.



H i l i l i t it bl hHarmonic polynomial is not suitable when 
singularity is present (polygonal region).
Should use local particular solution.

“Li, Z.‐C., Lu, T.‐T., Hu, H.‐Y. and Cheng, A.H.‐D., “Particular 
solutions of Laplace’s equations on polygons and new 
models involving mild singularities,” ENGINEERING ANALYSISg g ,
WITH BOUNDARY ELEMENTS, Vol. 29, No. 1, pp. 59–75, 2005. 





A th b h h iRAs                   the sources behave as harmonic 
polynomials.

R →∞

Error bound of MFS can only be at best as 
good as Trefftz method.  (Bogomolny, 
Schabck, J.T. Chen, Zi‐Cai Li)
Condition number of MFS is much worse 
that Trefftz





Inverse multiquadric
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Select n points on which{ }x x x ∈ΩSelect ni points,                                    , on which 
the governing equation is satisfied.
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each is a linear equation in  iα



S l t i t { } ΓSelect nb points,                                             , on 
which the boundary conditions are satisfied.
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Li l ti tLinear solution system
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Once {α} is solved, the solution is a 
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The function is infinitely smooth
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A i ti b i lti d iApproximation by inverse multiquadric

Watch out for the “c”



P l b th t iPeople observe that as c increases, error 
decreases
It is generally believed that as c→∞, ε →0 
If this is true, we have a dream method: 
higher and higher precision without paying 
a price
However, matrix ill‐condition gets in the 
way; the dream cannot be fulfilled.y;



What if we can compute with infiniteWhat if we can compute with infinite 
precision?
Th i i h 0?Then, is it true that as c→∞, ε →0?
(Or, is it true that for MFS, as R→∞, ε →0?)
We can find out about these by using the 
infinite (arbitrary) precision computation ( y) p p
capability of Mathematica and high 
precision capability of Fortranp p y



Use 6x6 mesh (h = 0.2, 4x4 interior collocation)
1

collocation nodes (x-governing eqn, o-bc)
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0 < λ < 1, a > 00 λ , a 0



If th ti tIf the error estimate

is true, then there exists an optimal cwhere s t ue, t e t e e e sts a opt a c e e
error is minimum



If l ti l ith iIf we can always use optimal cwith a given 
mesh, what is the new error estimate?



h 1/5 10‐2h = 1/5, ε ~ 10‐2

h = 1/10, ε ~ 10‐6

h = 1/20, ε ~ 10‐15





M d h (1992) F th i t l ti fMadych (1992): For the interpolation of a 
class of “essentially analytic functions”, 
hi h “b d li it d” i l fwhich are “band limited”, using a class of 

interpolants that include the multiquadric, 
Ga ssian he pro edGaussian, …, he proved

( )/ ; 0 1, 0ac c hO e aε λ λ= < < >

This means, as  
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, 0c ε→∞ →, ,



Madych also stated that for a “non‐band‐
limited” function, 

( )2 / ; 0 1, 0ac c hO e aε λ λ= < < >

In this case, there exist a 
h
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where 
If we can use the         then 

minε ε=
optc 21/( )hOε λ∼p





Examples of IllExamples of Ill‐‐Posed ProblemsPosed ProblemsExamples of IllExamples of Ill Posed ProblemsPosed Problems

Harbor wave fieldHarbor wave field



Groundwater fieldGroundwater field



Geoprospecting



Non‐Destructive Testing



G i tiGoverning equation
2 ( ),u f∇ = ∈Ωx x

Boundary conditions
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W ll d blWell‐posed problem

D NΓ ∪Γ = Γ D NΓ ∩Γ =∅D N

DΓ ≠ ∅ 0m =

Ill‐posed problem
Γ ∪Γ ≠ Γ Γ ∩Γ ≠ ∅

D NΓ ∪Γ ≠ Γ D NΓ ∩Γ ≠ ∅

0m ≠



G i tiGoverning equation

BC

Internal values: u(1,1) = 0, u(2,1) = 3, u(1,2) 
= ‐3, u(2,2) = 0, ( , )



Collocation NodesCollocation NodesCollocation NodesCollocation Nodes











Exact 
i lpotential

9 data given









No geometric approximation errorNo geometric approximation error.
No quadrature error.
E i lExponential error convergence, 

( )1/ ; 0 1
khOε λ λ< <∼

Convergence is the best if we make the 
interpolants as flat as possible.

( )

Meshless
Solve ill‐posed problem without iteration
Solve n‐D problem


