
國立臺灣海洋大學河海工程學系 2016 工程數學(一) 第二次大考參考解答 
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1. 考慮下述三條微分方程式 

  (a) 0)(3)(3)(  tytyty   (b) 0)(4)(  tyty   (c) 0)(15)(8)(  tytyty  

  試問:  

  (1) 當 ，何者會產生週期性振動的解? (4%) t

  (2) 當 ，何者的解會衰減到零? (4%) t

  (3) 當 ，何者會產生無窮大的解? (4%) t

 

2. 已知線性微分方程  有兩個補解xxxbyxyaxxyx ln)()()(2  x 與  xx ln

  (1) 試求常數 與b 為何? (8%) a

  (2) 試求此微分方程之通解。 (7%) 

 

3. 試求下述微分方程之通解  

  (1)   (8%)    teyyy 162)4( 
(2)   (8%)     xyyxyx ln2 

  (3) 262)21(2)1(  xyyxyxx   (8%) 

 

4. 已知一微分方程式 2
22

2 2
)(  x

x

y

x

y

dx

d

dx

yd
  ( )   0x

  (1) 試求此微分方程的補解 ?)( xyh  (6%) 

  (2) 以變數變換，令 ，則xt ln )()( tYxy  ，試求轉換後以 表示的微分方 )(tY

     程式。 (6%) 

  (3) 試求轉換後微分方程的補解 ?)( tYh  (6%)                

  (4) 試求轉換後微分方程的特解 ?)( tYp  (6%) 

  (5) 試將 轉換回 。 (3%) )(tY )(xy

 

5. 已知單自由度振動系統其數學表示為 )()()()( tftkytyctym  

36

，若給定質量

   塊 ，阻尼係數 與彈簧常數 4m 0c k

ttf

並且質量塊為靜止狀態即其初

   始條件 與 ，給一外力為 0) 0(y 0) 0(y cos)(   

 試問:  

(1) 當 ? ，此系統會產生共振行為。 (4%) 

   (2) 當系統產生共振時，此時其解為何?  (8%) 

 

6. 已知微分方程式   0)2()2( 22  yxyxxyx

   (1) 試以觀察法求一補解 。 (3%)  1y

   (2) 試求其通解。 (7%)   
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參考解答:  

1. 考慮下述三條微分方程式 

  (a) 0)(3)(3)(  tytyty   (b) 0)(4)(  tyty   (c) 0)(15)(8)(  tytyty  

  試問:  

  (1) 當 ，何者會產生週期性振動的解? (4%) t

  (2) 當 ，何者的解會衰減到零? (4%) t

  (3) 當 ，何者會產生無窮大的解? (4%)   t

 

      (a) 
tt
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21
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21
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      (b)  tctcty 2sin2cos)( 21 

      (a)  tt ececty 5
2

3
1)(  

 

  (1) 當 ，(b)的解會產生週期性振動 t

  (2) 當 ，(c)的解會衰減到零 t

  (3) 當 ，(a)的解變成無窮大 t

 

2. 已知線性微分方程  有兩個補解xxxbyxyaxxyx ln)()()(2  x與  xx ln

  (1) 試求常數 a與b 為何? (8%) 

  (2) 試求此微分方程之通解。 (7%)  

 

  (1) 由補解可知其特徵方程式所得之結果為 1m (重根) 

     故可得其特徵方程為    0)1( 2 m 0122  mm

                                    01)1(  mmm  

                                     0]1)1([  mxmmm

     可反推其齊次微分方程為  0)()()(2  xyxyxxyx

      ,  1a 1b

     故此微分方程為  xxxyxyxxyx ln)()()(2 

  (2) 由參數變異法可令其特解 xxuxuyp ln21   
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3. 試求下述微分方程之通解  

  (1)   (8%)                    teyyy 162)4( 
(2)   (8%)                      xyyxyx ln2 

  (3) 262)21(2)1(  xyyxyxx   (8%) 

 

  (1)  teyyy 162)4( 
     令  可得    tey  0 0)1( 22  2 24  
                                   1   (重根) 

       tttt
h tecectececy 4321  

     令    t
p eAty 2 ttt

p ettAeAtteAy )2(2 22 

                    ttt
p ettAettAetAy )42()2()22( 22 

                    ttt
p ettAettAetAy )66()42()24( 22 

                    ttt
p ettAettAetAy )812()66()26( 22)4( 

     代回 ODE 可得 

        tttt eeAtettAettA 16)42(2)812( 222  tt eeA 168 
                                               2 A  

       t
p ety 22

      ttttt
ph ettecectececyyy 2

4321 2 

 

   (2)  xyyxyx ln2 

      令  代入 ODE 可得 mxy 
          0]1)1([  mxmmm 012  m 1or1  m  

        1
21

 xcxcyh

      使用參數變異法來求其特解 

      令特解  1
21)(  xuxuxyp

 
Filename: EMI-2016-mid02s.doc ~ by Y. T. Lee                            December 06, 2015 



      1

2

1

2
1









 x
x

xx
W  

      xx
x

xx

W

xxx

x

u ln
2

1

2

lnln

0

2
1

322

1

1















   )1(ln
2

1
1  x

x
u  

x
x

xx

W

xx

x

u ln
2

1

2

lnln1

0

1

12

2 


 



 )ln(
2

1
2 xxxu   

 xxxxxxx
x

xuxuxyp ln)ln(
2

1
)1(ln

2

1
)( 11

21    

通解  xxcxcxyxyy ph ln)()( 1
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  (3) 262)21(2)1(  xyyxyxx  

     令 )1(2 xxa  , )21(21 xa  , 20 a  

 由判斷式: 0242012  aaa  可知此為正合式 

     ])()([2)21(2)1( 01 yxbyxb
dx

d
yyxyxx     
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4. 已知一微分方程式 2
22

2 2
)(  x
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d
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yd
  ( )   0x

  (1) 試求此微分方程的補解 ?)( xyh  (6%) 

  (2) 以變數變換，令 ，則xt ln )()( tYxy  ，試求轉換後以 表示的微分方 )(tY

     程式。 (6%) 

  (3) 試求轉換後微分方程的補解 ?)( tYh  (6%)                

  (4) 試求轉換後微分方程的特解 ?)( tYp  (6%) 

  (5) 試將 轉換回 。 (3%) )(tY )(xy
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  (1) 2
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       此為 Euler ODE 

      令  mxy 
       0)1(  mmm xmxxmm

     012  m
    iim  ,  

        )sin(ln)cos(ln 21 xcxcyh 

 

   (2) 令   xt ln tex 
       )()()( tYeyxy t   
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      將 與 代回 ODE 可得  )(xy )(xy  12  yyxyx

 1)()(
1

)]()([
1

2
2  tYtY

x
xtYtY

x
x  

  1)()(  tYtY

  (3)  此為常係數 ODE 

       令  代入 ODE 可得 tetY )(

          0)1( 2  xe
        012  
       ii  ,  

         tctcYh sincos 21 

 

  (4) 由待定係數法，令  代回 ODE 可得 AYP  1A  

        1PY

 

  (5) 1sincos)()()( 21  tctctYtYtY ph  

     1)sin(ln)cos(ln)( 21  xcxcxy  

 

5. 已知單自由度振動系統其數學表示為 )()()()( tftkytyctym  

36

，若給定質量

   塊 ，阻尼係數 與彈簧常數 4m 0c k

ttf

並且質量塊為靜止狀態即其初

   始條件 與 ，給一外力為 0) 0(y 0) 0(y cos)(   

 試問:  

(1) 當 ? ，此系統會產生共振行為。 (4%) 

   (2) 當系統產生共振時，此時其解為何?  (8%) 
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   (1)   又 )()()()( tftkytyctym   4m , 0c , 36k  與 ttf cos)(   

       ttyty cos)(36)(4   

      3
m

k
n  

      當 3 n  時，系統會產生共振現象。 

 
   (2)   ttyty 3cos)(36)(4 

      令  代入 ODE 可得 tety )(

          0)364( 2  xe
        092  
       ii 3,3    

         tctcyh 3sin3cos 21 

       令 hp yttBtAty  )3sin3cos(  

           hhp ytyy  

          hhhhhp ytyytyyy   2  代回 ODE 可得 

          tytyty hhh 3cos36)2(4    

         tyh 3cos8  

        ttBtA 3cos)3cos3sin(24   

         , 0A
24

1
B  

        tttctctytyty ph 3sin
24

1
3sin3cos)()()( 21   

        又 0)0( y    01  c

           0)0( y    02  c

         ttty 3sin
24

1
)(   

 

6. 已知微分方程式   0)2()2( 22  yxyxxyx

   (1) 試以觀察法求一補解 。 (3%)  1y

   (2) 試求其通解。 (7%)                            

 

   (1) 由  可觀察出當 mxy  1m  為其一解 

         xy 1
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      且滿足 0)
2

1(  W
x

W  
xW

W 2
1


  

                             1ln2)
2

1(ln cxxdx
x

W    

                             xcxx exceW 2
1

ln2 1    

        xexcyyyy 2
12121 

       xexcyyx 2
122 

      xxecy
x

y 122

1
         為一階線性 ODE 

      積分因子為 
x

ee x
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      同乘積分因子後可得 xecy
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y
x 1222
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      故可得其另一補解為  xxe
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