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工程數學教學拾趣

陳正宗

摘要: 作者有幸在2006 年暑假訪問中央研究院數學研究所, 看到數學傳播很多有趣

的文章。 相信對學子或數學教師均有正面意義。 本人在海洋大學教授工程數學十餘

年, 對於學生學習的成效一直相當注意, 願以個人的工程數學教學經驗與讀者分享。

工程數學為工學院大學部同學必修的課程, 如何讓學生不畏懼與有效學習也

一直是工程教育的重要課題。 本文根據作者多年的工程數學教學經驗, 列舉幾個有趣

的問題, 來進行創意教學的思考。 (1) 常係數微分方程重根獨立補解之求解。(2) 高斯

消去法的矩陣操作方式。 (3) Laplace 轉換在 Euler 型微分方程的操作回復性。(4)

Poisson 積分式的另類導法。 (5) 特徵問題與奇異值分解在連體力學應用。 藉以不同

角度的觀察來學習工程數學, 其中, (1) 常微分方程中重根情形以一極簡例說明另外

獨立補解的導得。 (2) 高斯消去法係結合次結構觀念與工程數學, 以矩陣操作予以連

貫。 (3) 對於 Euler 型微分方程將說明偶數次 Laplace 轉換操作的回復性。 (4) 以

Fourier 級數、 零場積分方程與退化核推導 Poisson 積分方程式。 (5) 透過連體力

學變形前與變形後的機制, 可探討奇異值分解與特徵值分解的數學、 幾何、 力學與物

理意義。 藉此五個範例提供學生與教師另一類的學習與教導方式。

關鍵詞: 工程數學, 創意教學, 高斯消去法, Laplace 轉換, 奇異值分解。

前言

台灣高等教育在大學入學錄取率近達九成後, 已進入一個完全不同的局面。 政府當局一則

以喜, 一則以憂。 喜的是高等教育的普及對國家競爭力有所助益; 憂的是如何在資源有限的情況

下維持大學教育的品質。身為大學教師首當其衝, 因為我們所面對學生的主動性與積極性, 均已

今不如昔, 所謂草莓族之說, 即是反應此事。雖然教育部與國科會近幾年已在卓越教學與科學教

育提供經費, 並有所謂補強教學, 然而學生的學習效果似乎未見提昇。 因此, 在這種情況下, 如
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何在工程數學的教學上激發學生的興趣與潛力, 使得學習是一種樂趣而非應付考試的粗略想法,

是目前學校教師極大的挑戰。 如何對學生群作出拔尖、 汰後與提中間的教學效果, 是我們目前最

重要的課題 [4]。 本文我們將以工程數學教學的五個示範例進行說明講解方式, 有別於傳統教科

書的方式是作者多年教學心得的累積。 野人獻曝,至少可提供另一個思路來學習, 希望能對初學

者與教師有所幫助。 此五例, 包括常微分方程、Laplace 轉換、 偏微分方程、 高斯消去法與奇異

值分解, 將分述如下。

案例一 常微分方程 (ODE)[2]

齊次常微分方程求解時, 若遇到重根, 如何讓初學者能接受另外補解的導得, 在教科書 [16,

17, 18]可找到多樣方法, 如變數異動法, Laplace 轉換法, £
′ hospital 法則 · · · 等。 筆者覺得

最簡單的方法, 可由下例說明之。

給一兩階常微分方程 y′′ + 2y′ + y = 0, 吾人假設其解為 y = est 而導得, (s + 1)2 = 0

時 y = e−t 的補解, 另一補解為 te−t。 然而對初學者而言, 如何以最簡單的方法去接受 te−t 中

t 的出現。 吾人可以特例說明之, 若常微分方程為 y′′ = 0 則毫無疑問 (只要學過微積分) 其二

補解分別為 y1 = 1, y2 = t 亦即 e0t 與 te0t。 如此推廣 y′′′ + 3y′′ + 3y′ + y = 0 的三個獨立

補解 e−t, te−t 與 t2e−t 將更容易說明, 1, t, t2 出現的原因就像 y′′′ = 0 有三個補解, y1 = 1,

y2 = t, y3 = t2 一樣的道理。

案例二 高斯消去法的矩陣操作 (線性代數)[2, 3, 7]

若以高斯消去法的數學操作法解如下代數方程式:
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(1)

高斯消去法的等效矩陣操作為:

aT













5 −4 1 0

−4 6 −4 1

1 −4 6 −4

0 1 −4 5













a























p

q

r

s























= aT























0

1

0

0























(2)

其中, a 乃轉換矩陣, 上標“T”乃轉置。
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經由高斯消去法將矩陣轉成上三角矩陣, 整理如表一所示, 即可導得, 其對應次結構的 p =

8/5, q = 13/5, r = 12/5, s = 7/5 觀念可參考 Bathe 與 Wilson[7]。

表一 高斯消去法的數學操作

自

由

度

A 轉換矩陣 aT Aa P4×1 =
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此範例主要說明結構學中在不同座標系統描述時勁度矩陣的同餘轉換, 在教學的面相即為高斯消去法。

案例三 Laplace 轉換對 Euler-Cauchy 型微分方程的偶次操作回

復性 (Laplace 轉換)[2]

對於任意 Euler-Cauchy 型微分方程如下:

at2y′′(t) + bty′(t) + cy(t) = 0 (3)

其中, a、b 與 c 為常數, y 是 t 的函數。 若對式 (3) 做二次的 Laplace 轉換, 可回復原來方程

式。 此發現更可適用於任意階數 Euler-Cauchy 型微分方程如下式:

ant
ny(n)(t) + an−1t

n−1y(n−1)(t) + · · · + a1ty
′(t) + a0y(t) = 0 (4)
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作 兩 次 Laplace 轉 換 可 得 原 微 分 方 程 式。 亦 即 針 對 Euler-Cauchy 型

微分方程進行二次 Laplace 轉換可回復。 此點和如下 Fourier 轉換與 Hilbert 轉換是不太一

樣。 說明如下:

FF (f(t)) = 2πf(−t) (5)

HH(f(t)) = −f(t) (6)

其中 F 與 H 分別為 Fourier 與 Hilbert 轉換 [8]。

案例四 Poisson 積分公式的另類導法 (偏微分方程)[5]

過去, 從教科書 [15, 19, 20]中可發現, 書中推導 Poisson 積分式皆採用映像法求得, 如

圖1所示即為Kelvin 的作法。 但書中所提及的推導過程並不易被初學者所接受。 尤其在求映像

點的方式有預設立場來求得此解之嫌。 因此本文則摒除傳統的舊方法而提出兩套新的求解方式:

(1) 採用映像法但求映像點的方法不同, 係採用退化核的技巧求得虛擬映像點源的位置而有別

於傳統教科書Kelvin [19, 20]所提出的解法。 (2) 不需映像法而採用零場積分方程式及退化核

函數與Fourier 級數展開之觀念推導 Poisson積分方程式。 在此, 以二維內域圓形的例子做一

詳細說明。

圖1. Reciprocal radii 理論 (
a

R
=
R′

a
)[15] (傳統方法)

方法1 - 以退化核尋求映像源並推導 Poisson 積分公式

欲求解二維的拉普拉斯問題, 其控制方程式為

∇2u(x) = 0, x ∈ Ω, (7)

其中 u(x) 為勢能場, Ω 為半徑為 a 的圓形領域。 為了將問題簡單化, 以 Dirichlet 邊界條件,

u = f(θ), 為例說明如圖2所示。 透過格林第三恆等式並以基本解當做輔助系統, 我們可導得邊
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界積分方程式[23]

2πu(s) =

∫

∂Ω

TF (x, s)u(x)dσx −
∫

∂Ω

UF (x, s)t(x)dσx, x ∈ Ω (8)

其中, dσx 為邊界積分。

圖2. 二維內域拉普拉斯問題 圖3. 二維問題的極座標表示

其中 u(x) 和 t(x) 為位移及斜率; s 與 x 分別為場點及源點, ∂Ω 為領域 Ω 的邊界, 核函數

UF 及 TF 分別為

UF (x, s) = ln r, TF (x, s) =
∂UF (x, s)

∂nx

(9)

其中 UF 滿足 ∇2
xUF (x, s) = δ(x− s) 且 r = |x− s|。 然而, 本文則採用邊界積分方程法求

解 Poisson 積分式, 為了求得滿足 Dirichlet 邊界條件的封閉型格林函數, 虛擬映像源點必須

定位於領域以外的地方。 因此, 將基本解由格林函數取代。 設計 UG(x; s, s′)|x∈∂Ω = 0 使得邊

界積分方程式中
∫

∂Ω
UG(x; s, s′)t(x)dσx = 0。 因此, 方程式 (8) 則可簡化如下

2πu(s) =

∫

∂Ω

TG(x; s, s′)u(x)dσx, x ∈ ∂Ω, (10)

其中 TG(x; s, s′) =
∂UG(x; s, s′)

∂nx

。 首先, 採用退化核技巧求得封閉型的格林函數而不採用傳

統教科書 [15, 19, 20] 中所使用的相似三角形做法找映像點的位置。 基本解可改寫成級數形式

如下:

UF (x, s)=ln(r)=ln |x−s|=















U I
F (x, s)=ln R−

∞
∑

m=1

1
m

(

ρ
R

)m

cos[m(θ−φ)], ρ<R,

UE
F (x, s)=ln ρ−

∞
∑

m=1

1
m

(

R
ρ

)m

cos[m(θ−φ)], ρ>R,
(11)

其中 x = (ρ, φ) 和 s = (R, θ) 以極座標形式表示如圖3, 上標 I 及 E 分別指內域 (圓內) 及

外域(圓外) 問題。 我們將以退化核技巧先找得映像點的位置, 進而推導封閉型及級數型的格林

函數。
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當 s 置於圓內, x在邊界上時, 基本解可展成

ln |x− s| = lnR′ −
∞

∑

m=1

1

m

(R

ρ

)m

cos[m(θ − φ)], ρ > R. (12)

當 s 置於圓外時, 基本解可展成

ln |x− s′| = lnR′ −
∞

∑

m=1

1

m

( ρ

R

)m

cos[m(θ′ − φ)], ρ < R′, (13)

為了將方程式中的 φ 項消掉, 我們必須把源點 s 與虛擬源點 s′ 放置同一線上, 即令 θ = θ′。

使可輕易得到虛擬映像點位置之關係式為

R

ρ
=

ρ

R′
⇒ R′ =

ρ2

R
=
a2

R
. (14)

將方程式 (12) 與 (13) 相減, 可得

ln |x− s| − ln |x− s′| = ln a− lnR′. (15)

為滿足邊界條件 UG(x, s, s′) = 0, 封閉型的格林函數導得如下:

UG(x; s, s′) = ln |x− s| − ln |x− s′| − ln a+ lnR′

= ln |x− s| − ln |x− s′| − ln a+ ln
a2

R
= ln |x− s| − ln |x− s′| + ln a− lnR. (16)

其中, ln a 可視為剛體運動項, 而 lnR 與 x 無關。 此封閉型的格林函數滿足

∇2
xUG(x; s, s′) = δ(x− s) − δ(x− s′), x ∈ Ω. (17)

且滿足邊界條件 U(x; s, s′)|x∈∂Ω = 0, 如圖4所示, 此解即為齊次Dirichlet 邊界條件的格林

函數

圖4. 齊次 Dirichlet 問題的格林函數
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在方程式 (16) 中, 當 0 < ρ < R 時如圖5(a) 所示, 此格林函數可展開成

UG(x; s, s′) = ln |x− s| − ln |x− s′| + ln a− lnR

=
{

lnR−
∞

∑

m=1

1

m

( ρ

R

)m

cos[m(θ − φ)]
}

−
{

ln
(a2

R

)

−
∞

∑

m=1

1

m

(ρR

a2

)m

cos[m(θ − φ)]
}

+ ln a− lnR

= ln
(R

a

)

−
∞

∑

m=1

1

m

[( ρ

R

)m

−
(ρR

a2

)m]

cos[m(θ−φ)], 0 < ρ < R. (18)

圖5(a). 格林函數 (內區 0 < ρ < R, Eq.18) 圖5(b). 格林函數 (環區 R < ρ < a,

Eq.19)

當 R < ρ < a 時, 如圖5(b) 所示, 格林函數可表示成

UG(x; s, s′) = ln |x− s| − ln |x− s′| + ln a− lnR

=
{

lnR−
∞

∑

m=1

1

m

( ρ

R

)m

cos[m(θ − φ)]
}

−
{

ln
(a2

R

)

−
∞

∑

m=1

1

m

(ρR

a2

)m

cos[m(θ − φ)]
}

+ ln a− lnR

= ln
(R

a

)

−
∞

∑

m=1

1

m

[( ρ

R

)m

−
(ρR

a2

)m]

cos[m(θ−φ)], R < ρ < a. (19)

將方程式 (18) 與 (19) 整理過後, 可得

UG(x; s, s′) =























ln
(R

a

)

−
∞
∑

m=1

1

m

[( ρ

R

)m

−
(ρR

a2

)m]

cos[m(θ − φ)], 0 < ρ < R

ln
(ρ

a

)

−
∞

∑

m=1

1

m

[(R

ρ

)m

−
(ρR

a2

)m]

cos[m(θ − φ)], R < ρ < a

(20)

封閉型及級數型格林函數圖所得之結果分別於6(a) 和6(b)。 其中圖6(b) 係使用50項級數和,

即可得到吻合的結果。
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圖6(a). 封閉型的格林函數圖 (Eq.(16)) 圖6(b). 級數型的格林函數 (Eq.(20))

(a = 1, R = 0.8, R′ = 1.25, θ = 0) (a = 1, R = 0.8, R′ = 1.25, M = 50, θ = 0)

透過映像法我們將方程式 (16) 代入方程式 (10), 可得 Poisson 積分方程式如下:

u(R, θ) =
1

2π

∫ 2π

0

TG(R, θ; ρ, φ;
a2

R
, θ)f(φ)adφ

=
1

2π

∫ 2π

0

(a2 − R2)

a[a2 +R2 − 2aR cos(φ− θ)]
f(φ)adφ

=
1

2π

∫ 2π

0

(a2 − R2)

a2+R2−2ar cos(φ−θ)f(φ)d = φ, 0<R<a, 0<θ<2π, (21)

其中 f(φ) 為給定的邊界條件。 當 R < ρ 的情況下, 其級數的形式為

u(R, θ) =
1

2π

∫ 2π

0

{

1+2

∞
∑

m=1

Rm

am
cos(m(θ−φ))

}

f(φ)dφ, 0<R<a, 0<θ<2π (22)

方法2 - 零場積分方程法 (不需映像源觀念)

在法一中, 我們利用到退化核技巧找到映像點, 並導得 Poisson 積分方程式。 現在, 我們

摒除映像法而採用另一求解方式: 使用直接邊界元素法中的零場積分方程搭配退化核技巧與傅

立葉級數展開求解此二維的 Dirichlet 問題。 透過格林恆等式, 此勢能問題的積分方程式如下:

2πu(x) =

∫

∂Ω

T I
F (s, x)u(s)dσs −

∫

∂Ω

U I
F (s, x)t(s)dσs, x ∈ Ω (23)

其中上標 I 指的是內域問題。 由圖7所示,我們將場點 x 推至領域以外時 (x→ ∂Ω), 可得此二

維勢能問題的零場積分方程式如下

0 =

∫

∂Ω

TE
F (s, x)u(s)dσs −

∫

∂Ω

UE
F (s, x)t(s)dσs, x ∈ Ωc ∪ ∂Ω (24)
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其中 Ωc 是指領域 Ω 以外的部分。

圖7. 零場積分方程

將邊界密度函數, u(s) 和 t(s), 以傅立葉級數展開如下所示

u(s) = f(θ) = a0 +

∞
∑

n=1

(an cos(nθ) + bn sin(nθ)) (25)

t(s) = p0 +

∞
∑

n=1

(pn cos(nθ) + qn sin(nθ)). (26)

其中係數, 當 f(θ) 已知時, a0, an 和 bn 即為給定的係數, 而 p0, pn 和 qn 則為此 Dirichlet

問題的未定係數。 在方程式 (24) 中, 我們將核函數 T 以退化核的形式展開如下:

T (s, x) =
∂U(s, x)

∂ns

=



















T I
F (s, x) =

1

R
+

∞
∑

m=1

ρm

Rm+1
cos[m(θ − φ)], ρ < R

TE
F (s, x) = −

∞
∑

m=1

Rm−1

ρm
cos[m(θ − φ)], ρ > R

(27)

再將核函數 U(s, x) 和 T (s, x) (ρ < R) 及邊界密度函數 (25) 和 (26) 代入方程式 (24) 中

並且代入邊界條件 ρ = a, 可求解出未定係數如下:

P0 = 0, Pn =
n

a
an, qn =

n

a
bn, (28)

因此, 密度函數 t(s) 可表示成

t(s) =
∞

∑

n=1

n

a
(an cos(nθ) + bn sin(nθ)). (29)

然而我們將方程式 (25), (29) 以及退化核代入方程式 (23) 可得此二維勢能場如下所示

2πu(x) =

∫ 2π

0

[1

a
+

∞
∑

m=1

ρm

am+1
cos[m(θ − φ)]

][

a0 +

∞
∑

n=1

(an cos(nθ) + bn sin(nθ))
]

adθ

−
∫ 2π

0

[

ln a+
∞
∑

m=1

1

n

(ρ

a

)m

cos[m(θ−φ)]
][

∞
∑

n=1

n

a
(an cos(nθ)+bn sin(nθ))

]

adθ (30)



10 數學傳播 卷期 民年月

方程式 (30) 經整理後 Poisson 積分式的級數表示式可寫成

u(ρ, φ) =
1

2π

∫ 2π

0

[

1 + 2
∞
∑

m=1

(ρ

a

)m

cos[m(θ − φ)]
][

a0 +
∞
∑

n=1

(an cos(nθ) + bn sin(nθ))
]

adθ

=
1

2π

∫ 2π

0

[

1 + 2

∞
∑

m=1

(ρ

a

)m

cos[m(θ − φ)]
]

f(θ)dθ (31)

由方程式 (22) 及 (31) 中, 可發現到此兩種新方法所導證的結果一致。 同時也驗證本理論的正

確性。 在此, 我們無需藉助傳統教科書中的映像法, 自成一套新求解方式。 讓學生不至於墨守成

規, 一味地接受傳統填鴨式的教育而提供另一思路。 本文以二維內域的勢能問題作示範, 相同地

外域問題以及三維的問題求解方式均相似, 其結論皆整理於表1及表2中。

表1. 格林函數與 Poisson 積分公式 (二維勢能問題)

內域問題 外域問題

輔

助

基

本

解

系

統

格

林

函

數

封閉型Poisson u(R, θ)= 1
2π

R 2π

0

(a2
−R2)

a2+R2
−2aR cos(φ−θ)

f(φ)dφ u(R, θ)= 1
2π

R 2π

0

(R2
−a2)

a2+R2
−2aR cos(φ−θ)

f(φ)dφ

積分式 0 < R < a, 0 < θ < 2π a < R < ∞, 0 < θ < 2π

級數型Poisson u(R, θ)= 1
2π

R 2π

0

n

1+2
∞
P

m=1

Rm

am
cos(m(θ−φ))

o

u(R, θ)= 1
2π

R 2π

0

n

1+2
∞
P

m=1

am

Rm
cos(m(θ−φ))

o

積分式 ×f(φ)dφ ×f(φ)dφ

0 < R < a, 0 < θ < 2π a < R < ∞, 0 < θ < 2π

問題描述
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表2. 格林函數與 Poisson 積分公式 (三維勢能問題)

內域問題 外域問題

輔
助

基
本
解

系
統 格

林
函
數

封閉型 u(R,θ,ϕ)= 1
4π

a(a2
−R2)

R 2π

0

R π

0
sin ϕ

[a2+R2
−2aR cos γ]

3
2

u(R,θ,ϕ)= −1
4π

a(a2
−R2)

R 2π

0

R π

0
sin ϕ

[a2+R2
−2aR cos γ]

3
2

Poisson ×f(φ, ϕ)dφdϕ ×f(φ, ϕ)dφdϕ

積分式 0 < R < a, 0 < θ < 2π, 0 < ϕ < π a < R < ∞, 0 < θ < 2π, 0 < ϕ < π

級數型 u(R,θ,ϕ)= 1
4π

R 2π

0

R π

0
−1
a2 +

n
P

m=0

∞
P

n=1

(n−m)!
(n+m)!

u(R,θ,ϕ)= 1
4π

R 2π

0

R π

0
a
R
−

n
P

m=0

∞
P

n=1

(n−m)!
(n+m)!

Poisson ×cos(m(ϕ−ϕ))pm
n(cos φ))pm

n (cos θ)Rn

an
×cos(m(ϕ−ϕ))pm

n(cos φ))pm
n (cos θ) an+1

Rn+1

積分式 × sin ϕ(2n+1)f(φ, ϕ)dφdϕ × sin ϕ(2n+1)f(φ, ϕ)dφdϕ

0 < R < a, 0 < θ < 2π, 0 < ϕ < π a < R < ∞, 0 < θ < 2π, 0 < ϕ < π

問題描述

案例五 矩陣分解 (高等工數與連體力學)[12, 13]

連體力學是一切力學的基礎。 力學所關切的實際問題是在於各種不同的環境負荷條件下,

物體承受外力所產生之變形行為。 在工程的問題上,通常是假設其物體為一完全之連續體,而來

探討其力學行為, 這其中不外乎包含了流體、 氣體、 甚至於固體。 完全連續體的定義是捨棄其物

體由原 (分) 子所構成之事實, 在這條件下物體內部在微觀的狀態下是不存在任何空隙或是裂

縫等情形; 而在巨觀下, 整個物體可視為一個單體且為連續介質, 則這樣的介質才可稱之為完全

連續體。

連體力學研究的立足點則是以古典力學之理論來探討其連續體之相關行為並得其合理之

解釋, 連體力學即是研究此一理想性的連續體之特性;許多的理論也都是建立在這假設之上, 固

體力學及流體力學皆在其涵蓋的範圍內。 在連體力學中, 極分解 (polar decomposition) 是用

來描述變形過程的方法, 極分解乃是將一變形梯度矩陣 分解成 或是 型式, 前者為將變形行為

拆解為先旋轉後伸縮,而後者則是先伸縮後旋轉。 在矩陣的運算過程中, 奇異值分解法是相當有
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用的一種方法 [14], 而且奇異值分解法也成功地被應用在諸多問題上 [6, 9, 10, 11]。 然而, 在

諸多文獻中並沒有談論到極分解與奇異值分解法彼此之間的關連性。 此案例將以奇異值分解法

(Singular value decomposition) 用來了解並解釋連體力學中的變形之行為, 並討論在奇異值

分解法中左酉矩陣及右酉矩陣的幾何意義, 因而可說明在極分解中左、 右酉矩陣與正交矩陣 之

關聯。 藉由簡剪平面 (Simple Shear Plane) 變形一例 [21]來論證使用奇異值分解法的技巧與

變形之行為, 而且在例中也將說明奇異值分解法中的左酉矩陣及右酉矩陣在產生變形及未變形

之兩系統中所提供之對偶基底。 如果在變形前及變形後之彈性體中的微小元素分別以右酉及左

酉矩陣之對偶基底來表示時, 則產生變形之過程中, 在新座標轉換系統上可以用一個簡單的對

角矩陣來作轉換即可。 從這個範例中我們也可看出奇異值與特徵值的關係。

奇異值分解法 (SVD)[14]:

是將矩陣作譜分解的工具。 一過定矩陣 [A]m×m, 設 m 是方程的數量, 而 n 是未知數的

數目, 則我們可以得到下式

[A]m×m[x]n×1 = [b]m×1, 其中 m > n

SVD會將矩陣 [A]m×n 分解成

[A]m×n = [Φ]m×m[Σ]m×n[Ψ]Tn×n

式中 [Σ] =





















σn · · · 0
...

. . .
...

0 · · · σ1

...
. . .

...

0 · · · 0





















m×n

, m > n

其中 σi 為第 i 個奇異值, 且 σn ≥ σn−1 · · · · · · ≥ σ1, [Φ]m×m 及 [Ψ]Tn×n 為左酉矩陣及右酉

矩陣, 且由特徵向量所構成。 在式中所使用之上標符號“ T ”表轉置。

任一變形梯度矩陣 F 可被分解為 V R 或是 RV 兩種形式, 寫成如下

F = V R = RU

而式中前者可以將物體產生變形的過程分解為先旋轉而後伸縮、 而後者則是分解為先伸縮而後

旋轉。 我們可以藉由上式之模式, 將物體的任一變形行為分為兩個變形階段來各別討論, 來探討

其變形過程上之物理意義。
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任一變形梯度矩陣 F , 為未變形前微小單元 dX 轉換成變形後微小單元 dx 之轉換矩陣,

如圖8。 所示

(a) 變形前與變形後之連續體 (b) 變形前與變形後

圖8

依極分解之定理可將變形梯度矩陣 F 分解為

F = V R = RU (32)

其中 R 為一正交旋轉矩陣, V 及 U 皆為一特定之對稱矩陣, 且 V 及 U 可以由下式來求得

[21]

U =
√
F TF (33)

V =
√
FF T (34)

R = FU−1 (35)

若依 SVD 之技巧來分解, 則矩陣 F 可分解成 [14]

F = ΦΣΨT (36)

其中 Σ 為一對角矩陣且為由 F 之奇異值所構成, Φ 及 Ψ 分別為左酉矩陣及右酉矩陣, 我們若

將式 (36) 式代入式 (33)、(34) 兩式, 我們可以得到

U = ΨΣΨT (37)

V = ΦΣΦT (38)

再將式 (37) 式代入式 (35) 式中, 我們亦可導得

R = ΦΨT (39)

經整理後可得下表3。
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表3 矩陣之關係式

梯度矩陣 右伸縮矩陣 左伸縮矩陣 旋轉矩陣

極分解 F = V R = RU U =
√
F TF V =

√
FF T R = FU−1

SVD分解 F = ΦΣΨT U = ΨΣΨT V = ΦΣΦT R = ΦΨT

其中, Ψ 與 Φ 分別為 FF T 與 F TF 的模矩陣。 而 Σ2 則為 F TF 或 FF T 的特徵值所

組成的對角矩陣。 再者, 根據 SVD 分解之基本定義, 我們還可以得到下式

Fψi = σiφi (40)

F Tφi = σiψi (41)

式中 σi 是矩陣 F 的第 i 個奇異值, 而 φi 及 ψi 分別為 Φ 及 Ψ 之第 i 個行向量。 根據式

(37) 和 (38), 我們很輕易地可以發現 U 和 V 矩陣含有相同之奇異值 σi 及各別的特徵向量

ψi 與 φi。

若未變形之微小單元 dX 可以用 ψi 的基底來表示, 我們可以令一新向量 dY

dY = ΨTdX (42)

dY 即是 dX 分解在單位方向向量 Ψ 的分量值。

同理, 若變形後之微小單元 dx 可以用 φi 的基底來表示, 我們也可以令一新向量 dy

dy = ΦTdx (43)

dy 即是 dx 分解在單位方向向量 Φ 的分量值。

且依據 FdX = dx, dy 及 dY 可以推導出

dY = ΣdY (44)

此表示若未變形前向量 dX 分解在單位方向向量 Ψ 上的分量值為 dY = (α, β, γ), 則變

形後向量 dx 分解在單位方向向量 Φ 上的分量值為 dy = (ασ1, βσ2, γσ3), 由此可發現兩個

轉換之向量可由一簡單之對角矩陣 Σ 來做映射, 而分別建立在 Ψ 及 Φ 之參考座標上。

考慮一物體之簡剪 (Simple Shear) 變形行為, 條件可表示成下式

x1 =X1 +
2√
3
X2 (45)

x2 =X2 (46)

x3 =X3 (47)
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即








dx1

dx2

dx3









=











1
2√
3

0

0 1 0

0 0 1



















dX1

dX2

dX3









(48)

則我們可以得到

F =











1
2√
3

0

0 1 0

0 0 1











(49)

根據式 (33)、(34) 及 (35) 可得

U =
√
F TF =













√
3

2

1

2
0

1

2

5

2
√

3
0

0 0 1













(50)

V = FR−1 =













5
√

3

6

1

2
0

1

2

√
3

2
0

0 0 1













(51)

R= FU−1 =













√
3

2

1

2
0

−1

2

√
3

2
0

0 0 1













=









cos(−30◦) − sin(−30◦) 0

sin(−30◦) cos(−30◦) 0

0 0 1









(52)

考慮一變形前之向量
( 1√

3
, 1, 0

)

, 則我們可以得到

dX =
( 1√

3
, 1, 0

)T

代入方程式 dx = FdX 中, 取 F = V R 或 F = RU , 皆可得到

dx = (
√

3, 1, 0)T

變形圖過程可繪出如下:
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圖9(a). F = RU 先拉後轉

圖9(b). F = V R 先轉後拉

未變形之方向向量 dX 及變形之過程 (F = RU) 可以先後分解為一長度伸縮比例為
√

3

之操作, 及角度旋轉 −30◦ 之過程, 如圖9(a) 所示。 反之, F = V R 則是先產生角度旋轉

−30◦, 而後長度伸長
√

3 倍, 如圖9(b) 所示。

而根據 SVD 的方法, 矩陣 F 可以分解為下列形式

F =













√
3

2
−1

2
0

1

2

√
3

2
0

0 0 −1

























√
3 0 0

0
1√
3

0

0 0 1

























1

2

√
3

2
0

−
√

3

2

1

2
0

0 0 −1













(53)

式中

[Φ] =













√
3

2
−1

2
0

1

2

√
3

2
0

0 0 −1













=









cos(30◦) − sin(30◦) 0

sin(30◦) cos(30◦) 0

0 0 −1









(54)

[Σ] =













√
3 0 0

0
1√
3

0

0 0 1













(55)
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[Ψ]T =













1

2

√
3

2
0

−
√

3

2

1

2
0

0 0 −1













=









cos(−60◦) − sin(−60◦) 0

sin(−60◦) cos(−60◦) 0

0 0 −1









(56)

可得

ΨΣΨT =













√
3

2

1

2
0

1

2

5

2
√

3
0

0 0 1













(57)

ΦΣΦT =













5
√

3

6

1

2
0

1

2

√
3

2
0

0 0 1













(58)

ΦΨT =













√
3

2

1

2
0

−1

2

√
3

2
0

0 0 1













=









cos(−30◦) − sin(−30◦) 0

sin(−30◦) cos(−30◦) 0

0 0 1









(59)

將式 (57)∼(59) 與式 (50)∼(52) 的結果比較, 則 U , V , R 和 Φ, Σ, Ψ 這兩者的相關

聯性, 可發現完全符合最初的推導。

再者, 若考慮一變形前向量 (1, 1, 0), 則我們可以得到

dX = (1, 1, 0)T (60)

且在式 (42) 中我們可以得到

dY =
(1 +

√
3

2
,
1 −

√
3

3
, 0

)T

(61)

dY 為 dX 分解在單位方向向量 Ψ 的分量值。

而由式 (44) 中亦可得到

dy =
(3 +

√
3

2
,
−3 +

√
3

6
, 0

)T

(62)

dy 為 dx 分解在單位方向向量 Φ 的分量值。
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若將式 (62) 中的 dy 代入式 (43) 中我們可以得到下式

dx =
(

1 +
2√
3
, 1, 0

)T

(63)

而式 (63) 則與 Fdx 吻合, 雖然這中間的運算過程有點繁雜, 但在幾何方面的解釋上, 對於長

度之伸縮及角度之變化卻有了更明確的說明。 未變形前向量 dX 分解在單位方向向量 Ψ 上的

分量值為 dY = (α, β, γ), 則變形後向量 dx 分解在單位方向向量 Φ 上的分量值為 dy =

(ασ1, βσ2, γσ3), 由例題中之數值則可輕易發現這兩者間的轉換關係存在, 且可將未變形前及

變形後之參考座標分別建立在 Ψ 及 Φ 之座標上, 則變形之行為可用一簡單之對角矩陣 Σ 來

做映射, 其中對偶基底 ψ1, ψ2, ψ3 與 φ1, φ2, φ3 如圖9(c) 所示

未變形前基底 ψ1, ψ2, ψ3 變形後基底 φ1, φ2, ψ3

圖9(c). SVD 之對偶基底示意圖

本案例, 我們試著以 SVD 的方法來取代極分解的方法, 並解釋物體產生變形的過程。 以

SVD 分解的方法來重新檢視極分解在數學、 力學物理與幾何上的意義, 並建立其間的關係。 得

知在兩種方法中各個矩陣彼此間的相關性及組成內涵。 而平面物體產生變形的過程分為伸縮及

旋轉兩方面, 在例題中也可以很清楚地來表現出來。 文中並提出未變形前與變形後的兩個參考

座標系統, 即為在奇異值分解法中的右酉矩陣及左酉矩陣在兩系統中所提供之對偶基底。 如果

在變形及未變形之物件中的微小元素皆以其右酉及左酉矩陣之對偶基底來表示, 則其產生變形

之過程中, 在新座標系統上可以用一個簡單的對角矩陣來作轉換。 此一結果, 對於數學式的計算

或是矩陣的運算效率上有其正面之意義。 透過一簡剪的變形範例更能驗證本研究的正確性。

結語

本文列舉五個工程數學的有趣案例, 進行說明。 並從中了解教學與研究如何整合, 嘗試以

不同於一般教科書方式來了解工程數學的物理與力學內涵, 並提供學生另一思路提高學生學習

的興趣。 工數並非現代八股, 一成不變。 而是生動活潑, 一些奧妙有趣的關係, 仍待我們去發掘,
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唯有以啟發代替填鴨, 才能教出一些對工數有興趣, 且將其運用自如的學生。 我想這才是工程師

學習工程數學的目的 (有趣與有用)。 本文一些更詳細資料可參閱網頁 [1]或講義 [2]。 也歡迎對

工程數學有興趣的師生予以賜教。

感謝國科會大學生研究專題 NSC-90-2815-C-022-005-E與 NSC-88-2815-C-019-003-

E 贊助, 李慶鋒、 林盛益與吳清森先生所提供數值算例, 亦一併致謝。
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