
� � � � � � � � � ��� �

� 	 


� �  � �

��� � �
� � � � � � � � � � � � � � � �  ! " # $ % & ' ( ) * + , - . � � / 0 1 �

2 3 � 4 5 & 6 7 8 � * 9 A B C D E F � G H C D � I J K L % ' ( M N / 8 O + P M
Q R S � & T U V � � � � W X Y Z / : � ; < = > ? a � M N M b c P d � e f g h �
' i 8 O � j 5 S k l O E 5 S m n O 9 A B m n O � Q o R � p q r s ' i 8 O / b t
� u 5 v w x & y / ' ( z @ 9 M � / [ \ � A B m n O o R ] b ^ _ Q ` { | } ~ � v
� � / ' ( z @ � � 1 � � � � W � M � 3 � � & � � � ^ � + � � A B m n O W 4 s Q

��� � � � � � � � � � �
1 � � � � ' i ) * � 5 � � � � ` � � % Laplace 8 � * 1 ^ � � � �   �

� � , - �

6 7 8 � * �

r�u�x� � �� x � D �����

* ¡ � r� � ����x� � ����y� Q
A B C D �

u � �� at x � �� or y � � �����

u � y� at x � � ���	�

u � x� at y � � ���
�

¢ £   ¤



� ���� � � � � � � � �

��� � 	

����� 
 � � � �

 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  ! " # $ % & � � � ' ( � � '

� ) � ' * $ % + , - . / � 0 1 2 3 4 � 5 6 � 7 � � � 8 9 � A B C D E 8 M � 7

F B C G H I J K D E 8 m * � � � ' A 8 � � + L $ % M N O ' �

P D E m � � Q R F B C G H I J S T U B C r J - . / � 0 � V 8 W � � � ' �

X Y M N �

U���� U�r� � �
Z
�

r

�GMm

r�
dr

U�r� � �GMm

r

W � � U�r� Z : D E m � r J � � � � ' � G 8 ; 1 < � 6 = > � � � ' ? 1 O ' � a

D � b 8 O ' * K c � d e M N �

��� f r � � J g � " h i Laplace j k Y >

r�U�r� � ��GMm ��r�� for r �� �

��� m D l - m * � 8 n F � �rU � �GMm
r�

	er

7 o - p 8 � � � O ' � q � r s 1 5 Laplace j k * t u � v " w 8 O v �Potential

theory� � x L w 8 y z O ' �Newtonian potential� � V 8 @ b >

[ \ O ' � = ] ^ % ) _ � - ` O ' { | } ~ � � = k�x� y� � 3 � � = ��y� t u �

� � = > X Y M N �

Z
k�x� y���y�dy � p�x�

W � � p�x� Z : O ' � k�x� y� Z : � � = � ��y� Z : 3 � � = >

����� � 	 � � �

O ' � u � � L \ 3 � � = ( � � = � j � � u � d e  N

��� [ 7 3 � � = u � � � � � u � � � 1 M N � c �



� � � � � � � � � ���� �

�a�
 � O ' �Line potential� �
R
l k�x� y���y�dy

n n W � � ��y� Z : u �  l � o * 3 � � = >

�b�
 Z � O ' �Surface potential� �
R
S k�x� y���y�dy

n n W � � ��y� Z : u �  S � o * 3 � � = >

�c�
 Q t O ' �Volume potential� �
R
V k�x� y���y�dy

n n W � � ��y� Z : u �  V Q t o * 3 � � = >

��� [ 7 � � = � a � u � � � 1 M N � c �

�a�
 � � O ' V �

V �x� �
Z
U�s� x���s�ds

W � � r��U�s� x�� � �����x � s� � V �x� 8 � � O ' � ��s� 8 � � 3 � � = � U�s� x�

8 � � � � = �U�s� x� � U�x� s�� >

� � O ' V � � a �

�� � � O ' V 8 � � � = � � f � � �   ��s� � u � ¡ ¢ g � £ J L ¤ u � L ¤ £ ¥ ^

¦ = >

�� V �x� � h i Laplace�s j k Y �for any x� x �� s� >

�� � � O ' V �  § ¨ ¡ ¢ © 8 � � > X Y M N �

V �xi� � lim
x�xi

V �x�

V �xe� � lim
x�xe

V �x�

x V V �xi� � V �xe� � V �x� > W � � xi � xe u ª « Z ¬  l � ¬ g l > o Y d e �

 § ¨ ¡ ¢ © � V �x� 8 � � � = >

�� V ® ¡ ¢ 4 � j ¯ 8 L ¤ � � � >

�� V ® ¡ ¢ ° � j ¯ ¤ u * O ' 8 ± � � > X Y M N

V �

i �x� �
Z
U �i�s� x���s�ds ����x�

V �

e�x� �
Z
U �e�s� x���s�ds� ����x�

W � � � Z : �
�n�x�

� � @ 8 �
�r

x � ¡ ¢ o >

�� � � ^ % � � O ² � © | Z : ~   �source� ( ³ �sink� - ´ µ � O ' � � ¶ � © + Z :

· � � - ¸ ¹ � O ' >



� ���� � � � � � � � �

���������������������������������

� 9 � M N º : � [ C � o u � " » � �   � ¼ W - ´ µ � � � O ' � � W ° ¯ ¤ u � >

C � o u � " » � �   ��s� � �

~ C ½ w � a L ¾ A x� s ¿ À u ª M N �

x � ��� �� r�n � s � �asin���cos���� asin���sin���� acos����

Á � � � = 8

U�s� x� �
�

r
�

�

j x� s j
� r � a � Â C Z � o u � " » � �   ��s� � � � + � � = « Ã x� s ¿ À � L Ä Å Æ

U�s� x� � �a�  r� � �a r cos��������

Ç r � a © � U�s� x� � �� a sin��������

Z ��

�

Z �

�
�a�  r� � � a r cos�������� a�sin��� d� d�

� �
Z ��

�

Z �

�
�a�  r� � � a r cos�������� a� dcos���d�

� ���
Z ��

�

Z
��

�
�a�  r� � �arp����� a� dp d�

�
�a�

r
��a�  r�  �ar���� � �a�  r� � �ar����� ��
��

n n n n n n Ç r � a © � + n V �r� � ��a�

r

n n n n n n Ç r 	 a © � + n V �r� � ��a

n n n n n n Ç r � a © � + n V �r� � ��a

- 7 � V �r� 8 � � � = > @ � � O ' � ° ¯ ¤ u M N �

n n n n n n Ç r � a © � + n V ��r� � ���a�

r�

n n n n n n Ç r 	 a © � + n V ��r� � �

n n n n n n Ç r � a © � + n V ��r� � ���
- 7 � V ��r� 8 ± � � � = > W � � � Z ½ r ¤ u � x V �

�n
� d

dr
>



� � � � � � � � � ���� �

È É 7 o Ä Å Ê Ë � Ì º M N �

� � O ' Í W ° ¯ ¤ u � : ^ º

�������������������������������

�b�
 Î � O ' W �

W �x� �
Z
T �s� x�
�s�ds

W � � W �x� Z : Î � O ' � 
�s� Z : Î � 3 � � = � T �s� x� Z : Î � � � = >

Î � O ' W � � a �

�� Î � O ' W f � � �   
�s� u � � ¡ ¢ g 8 � � � = � � f � ¡ ¢ g £ J L ¤ u £

¥ ^ ¦ = > X Y M N �
�iW �x�

�xi
�
Z �i

�xi
�T �s� x��
�s�ds

W � � Ï Ð x ± � ¡ ¢ o � ) i L 8 ¥ ^ R Ñ = >

�� W �x� h i Laplace�s j k Y � for any x � x �� s� >

�� Î � O ' W  § ¨ ¡ ¢ © 8 ± � � � = > X Y M N �

lim
x�xi

W �x� � W �xb�� �� 
�x�

lim
x�xe

W �x� � W �xb�  �� 
�x�

W � � x � ¡ ¢ o � o Y  § ¨ ¡ ¢ © � W �x� 8 ± � � � = >



� ���� � � � � � � � �

�� W ® ¡ ¢ 4 � j ¯ t 8 L ¤ Ò § ¨ ¡ ¢ © ± � � � X Y M N �

�W i�x�

�t
�

�W �xb�

�t
� ��

�
�x�

�t

�W e�x�

�t
�

�W �xb�

�t
 ��

�
�x�

�t

�� W ® ¡ ¢ ° � j ¯ n ¤ u  § ¨ ¡ ¢ © 8 ¾ � � �Pseudo continuous� X Y d e M N �

�W i�x�

�nx
�

�W e�x�

�nx

W � i � e u ª Z : ~  ¬ ( g ¬ Ó Ô > o Y  Õ H Ö 8 j × µ Ø � x Ù Ú Ô xb �

Ò x �� xb � x V �W��n�x� � x � xb © Û $ % � Ü @ L w ¾ � � � ± Ý V �x� � xb

J V 8  g ¬ Ó Ô Þ > Þ Æ K ß � | � r s o � à á � â ¬ ã ä Õ H Þ w 8 Mangler

å Þ � � æ Q � ] â ¬ + w Hadamard å Þ > ) Mangler w @ Õ H Þ × 1 � � ^ % >

[ \ ¡ ¢ ç è ° � é l ) _ � ê Õ H Þ × L Æ £ 1 ë � ¡ ¢ ì í E î � ï ð ( w ñ ò

j k Y � × 1 = Þ ^ % >

�� � � ^ % � � O ² � � Z : ~ ó Õ - ´ µ � O ' � � ¶ � � + Z : ~ ô õ �dislocation�

- ¸ ¹ � O ' > ö N º :

ó Õ - ´ µ � O ' : ^ º

M o º : � L í Î � 3 � � = 
 { | P   �source� � ³ �sink� ÷ Æ Ù Ô © � - ¸ ¹ �

O ' > b Î � O ' � Á � � L X Y M N

W � �m ln�r� m ln�r�� � �m ln�r�r��

� ����m ln�r�r��� � ����m ln j �� � �s cos���

r
j by cosine theorem

�
m �s � u

r
�


 cos���

r
�set 
 � m �s� ��
��

W � � m Z :   ø � � � Z : r ¯ E � ó Õ   ¯ E n�s� � ù ú � M o º : >



� � � � � � � � � ���	 �

@ Î � O ' û ü � = x L ~ � � O ' � � = ý ½   l s / ° ¯ ¤ u þ Å ¼ Æ M N

U��x� s� � �T �s� x� � � �

�ns
�ln�r�� � ��U�s� x�

�ns
� ��U�x� s�

�ns
� yini�r

� � cos����r ��
��

W � � U��x� s� 8  s J n�s� j ¯ * ó Õ - ´ µ � x J � O ' û ü � = � � @ © *

ns � n�s� � ��� �� >

~ 7 o � ÿ L � � Ê Ë ï � � d e � Î � O ' � � = | ~ ó Õ � �   - ´ µ � 7 o �

� = L � � � �
�
�� >

� � L � � £ � � � � � Î � O ' L X Y M N �

W � m�r �m�r� � �m�r � r���rr�

�
�m�r� � r

���

rr��r  r��
� ����m ln j �� � �s cos���

r
j �by cosine theorem�

�
�m �s � u

rr�
� �
cos���

rr�
�set 
 � m �s�

� �
cos���
r�

�set r� � r as �s� �� ��
��

W � � m Z :   ø � � � Z : r ¯ E � ó Õ   ¯ E n�s� � ù ú > @ Î � O ' � � =

x L ~ � � O ' � � = � ° ¯ ¤ u þ Å ¼ Æ M N

U��x� s� � �T �s� x� � � �

�ns
���r� � �yini�r� � �cos����r� ��
��

W � � U��x� s� 8  s J ó Õ - ´ µ � x J � O ' û ü � = � � @ © * ns � n�s� �

��� �� >

� ÿ � Æ Ê Ë ï � > d e � Î � O ' � � = | ~ ó Õ � �   - ´ µ � 7 o � � = L �

� � �
�
�� >

�������������������������������

� 9 � M N º : � [ C � o u � " » Î �   � ¼ W

n n n - ´ µ � Î � O ' � � W ° ¯ ¤ u � >



� ���
 � � � � � � � �

C � o u � " » Î �   
�s� � �

~ C ½ w � a L ¾ A x� s ¿ À M N �

x � ��� �� z� � s � �rsin���cos���� rsin���sin���� rcos����

Á � � � = 8

T �s� x� �
�U

�r
� � �

r�

« Ã 7 o x� s ¿ À � L Æ

T �s� x� � ��z�  r� � �zrcos���������r � zcos����

W � � 
�s� � � 8 � r � a � Â C � o � Î � 3 � u � >

Ü 8 � t u 8 ds � a� sin���d� � Î � O ' L � Æ

�
Z ��

�

Z �

�
�z�  r� � �zr cos���������r � zcos���� a�sin��� d� d�

� �
Z ��

�

Z �

�
�z�  r� � �zr cos���������r � zcos���� a� dcos��� d�

� ��a�
Z �

��

Z �

�
�z�  r� � �zrp�������r � zp� a� dp d�

ê r � � � a � � ± 	 W K 
 a > Ü @

W �z� �
Z �

��

��� zp�

�z�  �� �zp����
dp � ��

t u Y L 7 } ~ � u t u u � � } Ä Å L Æ

n n n n n n Ç r � � © � + n W �r� � �

n n n n n n Ç r 	 � © � + n W �r� � ���
n n n n n n Ç r � � © � + n W �r� � ���
- 7 � W �z� 8 ± � � � = > ) @ Î � O ' � ° ¯ ¤ u M N �

n n n n n n Ç r � � © � + n �W �r�
�z

� �

n n n n n n Ç r 	 � © � + n �W �r�
�z

� �

n n n n n n Ç r � � © � + n �W �r�
�z

� ����r � a�

È É Ä Å Ê Ë � Ì º M N �



� � � � � � � � � ���� �

Î � O ' � W ° ¯ ¤ u � : ^ º

�������������������������������

�c�
 � � O ' V � ° ¯ ¤ u �  �a�  d e >

�d�
 Î � O ' W � ° ¯ ¤ u �  �b�  d e >

~ 7 o Ê Ë � � ÿ L � � � c O ' * ± � � a � � � Ö 8 > Þ Æ K ß � | � ý ½ ï �

3 � � = ) _ � � � O ' � ° ¯ ¤ u � � Î � O ' � � , �  § ¨ ¡ ¢ © � � µ � �

) G � � � � ö � �
� � � � �
� � � > � Þ Æ K ß � | � � � O ' ® � �   u � ¡

¢ * 4 ¯ ¤ u � � Î � O ' § ¨ ¡ ¢ * ° ¯ ¤ u �  § & ¡ ¢ © W � E " 8 � � � �

ÿ 8 ¾ � � � � ) � � O ' § ¨ ¡ ¢ ° ¯ ¤ u � � Î � O ' ® ¡ ¢ 4 ¯ ¤ u �  § ¨

¡ ¢ © " u ª 8 ± � � > ä c µ Î ½ ó 5 6 � � | � � $ % ½ ó t u Y � á � � @ c

� � = ] q � � ± � � Laplace ( ¶ � O ' " L � Æ £ � � ÿ L � � � � � � �
� �

* U� T� Ln �Mn� Lt�M t � � � =  � � u �  =   * O ' º � Ç 1 � ! " � # � >

����� � 	 � $ %

n n 8 d e O ' � & ' 7 Á � ( � � Laplace j k 8 9 � P W � � = X Z M N

O ² � � � =

�
 � � O ' �Single Layer Potential�

[ ��s� 8 u �  S � o � � � 3 � � = � ) U�s� x� 8 ) � � � � = �Weakly Singular�

> + � � O ' V �x� L X Y M N

V �x� �
Z
S
U�s� x���s�ds

�������������������������������

� 9 � � � O ' �

U�s� x� � ln�r� � Á � O ² � � � = �

U�s� x� � ��r � � � O ² � � � = �

U�s� x� � Uki�s� x� � ¶ � Kelvin � � = >

�������������������������������

�
 Î � O ' �Double Layer Potential�

[ 
�s� 8 u �  S � o � Î � 3 � � = � ) T �s� x� 8 ø � � � � = �Strongly Sin�

gular� > + Î � O ' W �x� X Y M N

W �x� �
Z
S
T �s� x�
�s�ds



� ���� � � � � � � � �

�������������������������������

� 9 � Î � O ' �

T �s� x� � �yini�r�� Á � O ² � � � = �

T �s� x� � yini�r
� � � � O ² � � � = �

T �s� x� � Tki�s� x� � ¶ � Kelvin � � = * * < � � >

�������������������������������

�
 + t O ' �Volume Potential�

[ ��s� 8 u �  V o � � � 3 � � = � ) U�s� x� 8 ) � � � � = > + + t O ' V �x�

L X Y M N �

V �x� �
Z
V
U�s� x���s�dV �s�

�������������������������������

� 9 � + t O ' �

U�s� x� � ln�r� � Á � O ² � � � = �

U�s� x� � ��r � � � O ² � � � = �

U�s� x� � Uki�s� x� � ¶ � Kelvin � � = >

�������������������������������

�
 � � O ' � ° ¯ ¤ u þ Å

[ ��s� 8 u �  S � o � � � 3 � � = � ) L�s� x� 8 ø � � � � = > + � � O ' �

° ¯ ¤ u þ Å � � L X Y M N

FU�x� �
Z
S
L�s� x���s�ds

W � � F � �
�n�x�

Z : ° ¯ ¤ u þ Å ç >

�������������������������������

� 9 � � � O ' � ° ¯ ¤ u þ Å �

L�s� x� � yi�ni�r
� � Á � O ² � � � = �

L�s� x� � �yi�ni�r� � � � O ² � � � = �

L�s� x� � Lki�s� x� � ¶ � Kelvin � � = * * < � þ Å >

�������������������������������

�
 Î � O ' � ° ¯ ¤ u þ Å



� � � � � � � � � ���� �

[ 
�s� 8 u �  S � o � Î � 3 � � = � [ M�s� x� 8 , ø � � � � = �Hypersingular�

� + Î � O ' W �x� � ° ¯ ¤ u þ Å � � L X Y M N

FW �x� �
Z
S
M�s� x�
�s�ds

�������������������������������

� 9 � Î � O ' � ° ¯ ¤ u þ Å �

M�s� x� � � ö O ² � � � = Z * Á � O ² � � � =

M�s� x� � � ö O ² � � � = Z * � � O ² � � � =

M�s� x� � Mki�s� x� � ö � � � ¶ � � � = >

��������������������������������

� - . � � � � � � � � O ' ½ � � - . � � ^ % M N Z

O ' c � d e Z

����� � 	 � / 0

n n O ' � � � ¼ � 1 Â �Elliptic� 2 � ¤ u j k © � ý ½ ± � � ¡ ¢ 3 4 � 1 � c

± � � � ° M N Z d e

O ' � � d e Z �



� ���� � � � � � � � �

� � O ' Î � O '
� Neumann � � Dirichlet � �

t u L T
þ Å ç

Cauchy �u
�n

� ��x� u � ��x�

data

� = 5 ± 6 K 6 K
¡ ¢

t u ° �L � �
� I� � ��x� �T  �
� I� � ��x�

7 $
8 9 �s� �s�

� =
� : Þ �

�
�
�

;
� : Þ ��

�
��
�

L < a ± L L
� 2 = u�x� �

R
B U�s� x��s� dB�s� u�x� �

R
B

�U�s�x�
�n�s�

�s� dB�s�

> �

L��x�� � CPV
Z �U�s� x�

�nx
�s�dB�s�

T ��x�� � CPV
Z �U�s� x�

�ns
�s�dB�s�

O ' �  g ¬ � � � � � È É M N Z

 ¬ g ¬ t u Y � °



� � � � � � � � � ���� �

Neumann � � Dirichlet � �
DOMAIN � �c � �c

$ % ¬  ¬ g ¬  ¬ g ¬

1 � �
R ��

�n
dB�s� � � G G

R
�dB�s� � �

3 4
þ Å ç L ���� L  ��� T  ��� T � ���

L < a G 1 1 G
� � a 1 G G 1
� �
= 5 � 6 K 6 K �

� ? > �� | T t u þ Å � � : � 


 | L t u þ Å � � : � 


 @ Robin O ' �potential�

Þ Æ K ß � | 7 o � � * A + � [ 7 = Þ A B � é l ) _ � å Ð | C D ´ µ ½ ú �

E F �Diagonal Dominant� � G H � x V ½ ú � ¸ ¹ E F 6 = � M @ L I J K L �ill

conditioned� � M N O ¹ ) P Q R S � � T ö � �
� � * U v � >

���� V W � X Y

n n � Z �  p Í t u j k Y � � � = 1 � � � ) � � ( ø � � ( , ø � � � W u ª

- ¸ ¹ � O ' x 1 ± ï � � ) . 7 \ K c � $ � é ] �sense� Q 7 $ % � ä ^ | å Þ

é ] � ~ � > � ö N Z �

å Þ � � � = � 5 6

W � � R�P�V Z : _ ` å Þ �Riemann Principal Value� � C�P�V� Z : a a å Þ �Cauchy



� ���� � � � � � � � �

Principal Value� � ) H�P�V� Z : b c d å Þ �Hadamard Principal Value� � ½ à á �

] ÿ ) _ � w 8 d e f å Þ �Mangler Principal Value� ( b c d 1 H � g �Hadamard

Finite part� >

������ h i V W 	Riemann Principal Value

R�P�V��

n n - ` _ ` å Þ { | ) � � ( j k � � = - ´ µ � O ' � W t u Þ 6 l m _ ` , �

F n , é ] ) Æ � M N ) � � � � = - ´ µ O ' V 8 K 9 �

R�P�V�
Z
U�s� x���s�dB�s�

�������������������������������

� 9 � 7 Laplace j k 8 9

U�s� x� � ln�r� � dB�s� 8 K � t u �

U�s� x� � ��r � dB�s� 8 Á � t u >

@ t u L } ~ Õ ¿ À o p ) P ) � � a q 7 j k L > d e M N �

Z
A

��r� ��

r
dA �

Z Z ��r� ��

r
r dr d� �

Z Z
��r� �� dr d� ��
��

W � � ��r� �� 8 j k 3 � � = >

�������������������������������

������ r s V W 	Cauchy PrincipalValue
 C�P�V

n n t a å Þ � Z : Y 1 7 N � c �

�
 t a å Þ Z : Y �

f�x� �
�

��
lim
r��

Z r

�r
e�i�x

Z
�

��

f�s�ei�sdsd� ��
��

�
�

��
fC�P�V�

Z
�

��

e�i�x
Z
�

��

f�s�ei�sdsd�g ��
��

�������������������������������

� 9 � Z
�

��

xdx ��



� � � � � � � � � ���� �

± u � > Ò

C�P�V�
Z
�

��

xdx � lim
x��

Z r

�r
xdx � �

u � >

�������������������������������

�
 v = 2 Y Z : Y �Complex Form��

��z� �
�

��i

Z ���

� � z
d� � W �x� y�  i V �x� y�

W � � �� z 8 v = � z � x y i� ) V�W u ª « Z � � � Î � O ' M N

W �x� y� �
�

��

Z
l

cos���

r
�s�ds

V �x� y� �
��
��

Z
l
ln�r�

d�s�

ds
ds

�
 - = 2 Y Z : Y �

C�P�V�
Z b

a
k�x� s���s�ds � lim

���
�
Z x��

a

Z b

x��
�k�x� s���s�ds ��
��

¡ ¢ ç è ° - w � � t a å Þ x  8 � � c � Ò v � = ¡ ¢ ç è ° �CVBEM� + w �

� Á c � � � y } z �C
 Lai� | } * 2 / � The Complex Boundary Element Method

in Engineering Analysis � K � >

������ ~ � � V W 	Hadamard PrincipalValue

H�P�V��

n n ½ � � L ¡ ¢ � � ) _ � [ � 7 ¡ ¢ ç è ° � ½ ¡ ¢ / F n � + P � � £ , ø �

� � � b c d å Þ � = ] � � > - ` Hadamard å Þ { | ~ , ø � � � � = - ´ µ �

O ' � @ t u Þ V w 7 a a å Þ é ] � � � ± u � > 8 � � = Þ u � � � � � O � $

% � @ 1 H Þ > q � r s o $ % 1 7 N � c M N �

H�P�V�
Z
M�s� x���s�dB�s�

���
 � g t u °

H�P�V�
Z c

a

��t�

�x� t��
dt� a 	 x 	 c

� H�P�V�
Z c

a
lim
y��

k�x� y� t���t�dt



� ���� � � � � � � � �

� lim
y��

Z c

a
k�x� y� t���t�dt

� lim
y��

��k�x� y� t���t� jca �
Z c

a

�k�x� y� t����t�dt�

�
��c�

�x� c�
� ��a�

�x� a�
� C�P�V�

Z c

a
lim
y��

�k�x� y� t����t�dt

�
��c�

�x� c�
� ��a�

�x� a�
� C�P�V�

Z c

a

���t�

x� t
dt ��
���

W �

k�x� y� t� � ����x� t��  y��

k �
��k

�t

Ü 8

C�P�V�
Z c

a

���t�

x� t
dt � lim

���
�
��t�

�x� t�
jx��a 

��t�

�x� t�
jcx�� ��

Z x��

a

Z c

x��
�

��t�

�x� t��
dt�

- 7

H�P�V�
Z c

a

��t�

�x� t��
dt � lim

���
�
����x�

�
 �

Z x��

a

Z c

x��
�

��t�

�x� t��
dt�

���
 � % � = °

$ % u � � =

	 f� � ��
Z
�

��

��x�f�x�dx

W � � ��x� 8 � � � = �Test function� > [ � ê

f�x� � H�x��xH��x��x

f��x� � H�x��x

f��x� � H��x��x

W � � H�x� 8 Heaviside � = �Step function� > ~ � g t u Y í

	 f ��� � � � � 	 f�� �
� �� �

Z
�

�
���x��x dx

� � lim
���

��x��x j�� 
Z
�

�
��x��x� dx � lim

���
f
Z
�

�
���x��x� dx  ������g

� lim
���

f
Z
�

�
���x��x� dx ������g ��
���



� � � � � � � � � ���	 �

� � �

	 f ��� � � � � 	 f�� �
� �� �

Z �

��

���x��x dx

� � lim
���

��x��x j��
��


Z
��

��

��x��x� dx � lim
���

f
Z
��

��

���x��x� dx �������g

� lim
���

f
Z
��

��

���x��x� dx ������g ��
���

P � ¡ � µ M N

	 f �� � � � 	 f�� � �  	 f�� � �

� lim
���

�
�����

�
� �

Z
��

��


Z
�

�
���x��x� dx� ��
���

$ %

	 pf����x��� � � � H�P�V�
Z
�

��

���x��x� dx

� lim
���

�
�����

�
� �

Z
��

��


Z
�

�
���x��x� dx� ��
���

W � � pf Z : �¾ � ��pseudo� � = > Ü @

H�P�V�
Z
�

��

��x��x� dx � lim
���

��������� �
Z
��

��


Z
�

�
���x��x� dx� ��
���

���
 Hadamard °

b c d å Þ L $ % M N

H�P�V�
Z c

a
��t���b� t�� dt � lim

���
� d

db
f�
Z b��

a

Z c

b��
���t���b� t� dtg

@ t u ~ a t £ b � � � ½ b ¤ u © � � � Leibnitz� � Y � L Æ

lim
���

�
d

db

Z b��

a
��t���b� t� dt�

� lim
���

�
Z b��

a
���t���b� t�� dt ��t���b� t� jb���

� lim
���

����t���b� t� jb��a 
Z b��

a
���t���b� t� dt ��t���b� t� jb���

Ç � � � © � @ t u L ' ± u � >

� � � @ t u ~ b  � t £ c � L Æ

lim
���

�
d

db

Z c

b��
��t���b� t� dt�



� ���
 � � � � � � � �

� lim
���

�
Z c

b��
���t���b� t�� dt� ��t���b� t� jb���

� lim
���

����t���b� t� jcb�� 
Z c

b��
���t���b� t� dt ��t���b� t� jb���

� lim
���

Z c

b��
���t���b� t� dt� ��c���b� c� ��
���

Ç � � � © � @ t u L ' ± u � >

Ñ ) 7 N t u � ���t�  t � b � � � M N N | u � � >

lim
���

�
Z b��

a

Z c

b��
����t���b� t� dt � C�P�V�

Z c

a
���t���b� t� dt

������ V W � � � � � � � � �

n n å Þ � ¸ ¹ � L 7 ~ � � � l * � Â � Á � � � � ( � C � � � � � � � � � �

Õ H t u � � � � 7 Á � O ² � � � = d e M N �

�������������������������������

� 9 � �a�
 Á � O ² � U�s� x�

U�s� x� t u � � : ^ º �   © ý �

Ü 8

U�s� x� � ln�r�

± 	 K 
 a � � ¡ � Ö 8 �

x � ��� ��� s � �� cos �� � sin ��

Z
U�s� x�t�s�dB�s� �

Z �

�
ln � �

�u

�x
cos � 

�u

�y
sin �� � d�

�
Z �

�
� ln �

�u

�x
cos � d� 

Z �

�
� ln �

�u

�y
sin � d�

� �� ln �
�u

�y
cos � j�� � �� ln �

�u

�y



� � � � � � � � � ���� �

Ç � � � © � � ln� � � � x V � � � l * � Â � � t u 8 � > b ) � � � � = - ¸

¹ * O ' | � � � >

�������������������������������

�������������������������������

� 9 � �b�
 Á � O ² � T �s� x� � ø � � �

T �s� x� t u � � : ^ º �   © ý �

W �

x � ��� ��� s � �� cos �� � sin ��� n�s� � �cos �� sin ��� y� � �� cos �� y� � �� sin �

u�s� L � o � Â ¢ £

u�s� � u�x� 
�u

�x
dx 

�u

�y
dy

� u�x� 
�u

�x
� cos � 

�u

�y
� sin �

Ü 8

T �s� x� � �yini�r� � ��cos����  sin�����

r�
�

�

�Z �y�n� � y�n�
r�

� u�x� 
�u

�x
� cos � 

�u

�y
� sin �� � � d� � �u

o Y � o � Â * � � t u Þ 8 �u �up contour� � N � Â * � � t u Þ 8 ��u �down

contour� � Z e � § ¨ ¡ ¢ © � � ��u > b ø � � � � = - ¸ ¹ * O ' 8 � � � = >

�������������������������������

�������������������������������

� 9 � �c�
 Á � O ² � L�s� x��� ø � � �



� ��	� � � � � � � � �

L�s� x� t u � � : ^ º �   © ý �

Ü 8 n n L�s� x� � yi�ni�r
�� � � � L Æ

x � ��� ��

s � �� cos �� � sin ��

n�x� � ��� ��

t�s� �
�u

�x
n� 

�u

�y
n� W � sn 6 ¤ 2 o � Â � � t u

y� � �� cos � �
y� � �� sin �

L�s� x� �
��sin���

��

Z
L�s� x� t�s� dB�s�

�
Z �

�

�� sin �
��

�
�u

�x
cos � 

�u

�y
sin �� � d� �

Z �

�

�u

�y
sin� � � d�

� ��
�

�u

�y
� ��

�
t

o Y � o � Â * � � t u Þ 8 ��t�� �up contour� � N � Â * � � t u Þ 8 �t��

�down contour� � Z e � § ¨ ¡ ¢ © � � � �t > b ø � � � � = - ¸ ¹ * O ' 8 � �

� = > Þ Æ K ß � | � ý ½ ï � � 3 � � = ) _ � � � O ' * ° ¯ ¤ u � � Î � O '

� * , | � � � � X Y M N �
R fT �s� x�  L�s� x�g�s�ds 8 � � >

�������������������������������

�������������������������������

� 9 � �d�
 Á � O ² � M�s� x� � , ø � � � � = �

M�s� x� t u � � : ^ º �   © ý �



� � � � � � � � � ��	� �

Ü 8

M�s� x� � �yiyjni�nj�r
� � ni�ni�r

�

���
Z

M�s� x� u�s� dB�s�

x � ��� ��� s � �� cos �� � sin ��

n�x� � ��� ��� n�s� � �cos �� sin ��

y� � �� cos �� y� � �� sin �

u�s� � u�x�  �
�u

�x
� cos � 

�u

�y
� sin ��

Z
M�s� x� u�s� dB�s�

�
Z

�
�yiyjni�nj

r�
� ni�ni

r�
� � u�x�  �

�u

�x
� cos � 

�u

�y
� sin �� � dB

�
Z �

�
�
��� sin �

��
� sin �

��
� � u�x�  ��

�u

�x
cos � 

�u

�y
sin �� � �d�

�
Z �

�
�
sin �

��
� � u�x�  ��

�u

�x
cos � 

�u

�y
sin �� � �d�

�
cos �

�
j�� 

�u

�y
�
�

�
�j��

�
��
�


�

�
t

o Y � � o � Â * t u Þ �  ��
�

 �
�
t � � N � Â * t u Þ �  ��

�
� �

�
t > @

G H Þ ��� , H
P
V
 $ % * ���� ¥ L ¦ § � ) ¼ � 1 H Þ �t�� � b , ø � � � �

= - ¸ ¹ * O ' 8 ¾ � � � = �Pseudo continuous function� � x V § ¨ � �   � u �

¡ ¢ � ¡ � O ' ï � � Ò � ¡ ¢ o G $ % � b x w b c d 1 H � g �Hadamard Finite

Part� � ½ à á ] ÿ ) _ + ¨ w 8 d e f �Mangler�s� å Þ >

�������������������������������

������ V W � © ª « ¬ �  ®

n n - ` j ¯ � = ° ym�x�� m � �� �� ���� 8 � \ ± î  � 1 M N � a
Z b

a
ym�x�yn�x�r�x�dx � �mn



� ��	� � � � � � � � �

W � � a� b 8 $ % * ± î � r�x� 8 ² � = >

M Ë m�n ± � � �mn � � � M Ë m�n ï � � �mn � � >

@ � = 6 L ~ Sturm�Liouville ¤ u j k ) � � X Y M N �

� : Þ � = ³ ò j k �n n �py���  ��r � q�y � �

¡ ¢ 3 4 �n n n n � y�a�  � y��a� � � � � y�b�  � y��b� � �

W � � �� �� �� � 8  = � p�x�� q�x�� r�x� 8 � � - � = � r�x� 8 ² � = > ) � 8 � :

Þ � y 8 � : � = >

8 d e j ¯ � = � Sturm�Liouville ¤ u j k � 5 6 � ´ � ö N Z

j ¯ � = � Sturm�Liouville ¤ u j k � 5 6

o Z - X 8 E  � � j ¯ � = � ä µ � = L � � / å Þ � � Ä Å � ¶ · � d e M N ¸

9 �

C�P�V�
Z �

��

Pn�s�

�s� x�
ds � ��Qn�x�

W � � Pn�x�� Qn�x� u ª Z : Lengendre � K ( Á � ¹ º Y >



� � � � � � � � � ��	� �

H�P�V�
Z �

��

Pn�s�

�s� x��
ds �

d

dx
fC�P�V�

Z �

��

Pn�s�

�s� x�
dsg

C�P�V�
Z �

��

Un�s�

�s� x�

p
�� s�ds � ��Tn���x�

H�P�V�
Z �

��

Un�s�

�s� x��

p
�� s�ds �

d

dx
fC�P�V�

Z �

��

Un�s�

�s� x�

p
�� s�dsg

� ���n  ��Un�x�

W � � Tn�x�� Un�x� u ª « Z Chebyshev ¹ º Y � � K � � � Á � > 7 o � » ¼ � Y

* ½ � � ´ � ÿ ¾ � � * >

���� ¿ À Á Â

n n ² Ã Ä ° 8 K = Þ j ° � A B � W A � M N �

� � Å p �

³ ò j k Y � L�u�x�� � p�x� � x � V

¡ ¢ 3 4 � G�u� � �u� x on S� � S�u� � �t� x on S�

 ! L u ª $ % � » ² Ä Þ � ² � = M N �

�������������������������������

² Ä Þ ² � =

�������������������������������

� � L�u�� p W��x�

� � G�u�� �u W��x�

� � S�u�� �t W��x�

�������������������������������

� � * � = 8 u � L P W Z 8 ~  Æ � = ��x� � ì $ 6 = ci * Ç � M N �

u�x� �
nX
i

ci �i�x�

U v �

��� [ W� � W� � � � ��x� h i G�u� � �u � È É 3 4 �Admissible condition� � + Ê

Ë ² Ä Þ M N Y �



� ��	� � � � � � � � �

Z
V
��W��x�dV �x� �

Z
V
�L�u�� p�W��x�dx � �

~  1 n » ì $ 6 = ci� Ü @ W �x� . ½ � ê n » � M @ × L Æ K ci � � a j k Y

� L � ci � L � u�x� > W �x� � � Ì 1 Ù ¹ � ± � � ² � = V ½ � ± � � j ° � �

ö N Z �

± � ² � = - ½ � � j °

��� [ W� �W��W� " ± 8 � � + Ê Ë ² Ä Þ M N Y

Z
V
��W��x�dV �x� 

Z
S�
��W��x�dB�x� 

Z
S�
��W��x�dB�x� � �

��� [ ê

W� � W� � U�s� x�

W� � T �s� x�

n n + L � Æ ¡ ¢ t u j k Y >

��� [ ê

W� � 
��x�

W� � 
��x�

W� � 
��x�

n n + L � Æ 1 H ç è ) Y L ½ � �Weak formulation� >

���� Í Î Ï Ð Â � Í Î � � Â � � Ñ

n n ¡ ¢ ç è ° � ¡ ¢ t u °  ¨ Ò 8 | Ó Ô K Õ � � W - � L u ª M N �



� � � � � � � � � ��	� �

��� Z ÿ ø Ö ½ ¸ × ¡ ¢ / F n ç è � � � 7  = ( � a ç è � �  Æ � � E � W R

~ � 8 Ê l E � W , 1 H ç è ° � é ] | 3 4 ï 5 � >

��� � ÿ ø Ö ½ ¸ × ¡ ¢ É » ± ¬ 7 K � � a E Ø �good� �  Æ � = �interpolation

function� �  Æ � � E � W R ~ � 8 � % ¿ À >

Ù K Ú � d e 9 M N �

Z �

�
K�s� t�f�t�dt � g�s�

���
 f�t� � � � � * î * F n M N º �

¡ ¢ ç è °

Z �

�
K�s� t�f�t�dt � g�s�

���
 f�t� � � � � * î * F n M N º �

¡ ¢ t u °

���� Û Ü Â � Ý Ü Â

n n � ¡ ¢ ç è ° � â ¬ � � Þ m � ° ß à � ± � � L u 8 � c á â Ú ° � î Ú ° �

u p M N �

���
 â Ú °



� ��	� � � � � � � � �

@ ½ � å Ð ~ e ã ¼ � Y ( Somigliana ¼ � Y � O � ~  W � � ì í E " 8 - . �

¡ ¢ � � E � � û ü 6 = G H ¼ Æ � � V L â Ú ¼ Æ ¡ ¢ ì í E � b w 8 â Ú ° � ø

Ö @ � â Ú � 8 ~ = ] é l â Ú ½ � ) � � L d µ ¡ ¢ ì í E â Ú 8 ì $ 6 = � Z :

° � x V 7 ¡ ¢ u� t 8 ä � � E �state variable� � Å p É » � � Ö 8 >

���
 î Ú °

@ ½ � å Ð ~ � � ^ % � å Q é ] � O � ~  W ì $ 6 = " | ! 8 � 8 9 ì í E � �

û ü 6 = G H ¼ Æ � � | ' ¼ Æ 8 9 � � E � � � ¼ - . � � � E � b w 8 î Ú ° �

ø Ö @ � î Ú � | æ ¼ � ¡ ¢ ì í � � E � ç è ) _ > @ c î Ú ° [ \ � � ^ % é �

W - | � E â Ú � � � a å Q é ] � W � � ] o * � � + � 1 ê R ~ Q º �Take free

body� * ^ ê � � x V 7 8 9 ì í E �� 
 8 ä � � E �state variable� � Å p É » � �

Ö 8 >

ë ì ) _ � î Ú ° Ê å Ð í î � { �  ¼ � ï ¤ u k Y © � Ï Ð ð ñ ò £ h i

��� ³ ò j k Y � � $ % ¬  �

��� ¡ ¢ 3 4 ( ó ô 3 4

� » 3 4 � t u Z : Y V 8 W � >

Þ m ä » õ � � ð ñ L ö ÷ P � � � $ % ¬ q 7 ø F � A ° ò £ � © h i ��� , ���

* � V | W � > 7 N Ù Á 9 d e �

�������������������������������

� 9 � ö ÷ K � G H ¬ ù ú � � M N

ù á ³ ò j k Y �

c�
��u

�x�
�

��u

�t�
� � 	 x 	�� � 	 t 	�

ó ô 3 4 � n n u�x� �� � p�x�� �u�x� �� � �

¡ ¢ 3 4 � n n n n u��� t� � �

W � p�x� 8 ó ô � S >

� �

�
 & ' P $ % ¬ � 8 �� 	 x 	� � × L � � G H ¬ * D�Alembert � � � >

�
 ~  ¥ ^ t � �� u��� t� � �� 8 � � � @ ¡ ¢ 3 4 � b . q 8 9 $ % ¬  Q K û ü ï

  ) ù ý ï � � þ ÿ ù � image wave� � M @ K � × L � � G H ¬ D�Alembert � M N

u�x� t� �
�

�
�p�x  ct�  p�x� ct�� 

�

�c

Z x�ct

x�ct
q�t�dt �

�

�
�p�x ct�  p�x� ct��

) ¼ Æ � G H ¬ ù ú � � * j � M N



� � � � � � � � � ��		 �

u�x� t� �
�

�
�p�x  ct�  p�x� ct��� �

�
�p��x ct�  p��x� ct��

W � � ó ô ù � p�x� $ % M N º : >

�������������������������������

� G H ¬ ù ú � � * î Ú ° � �

P u�x� t� ê � � 	 x 	� * $ % ¬ � + @ ¬  � V 8 � G H ¬ * � >

� � �

���
 � $ % ¬  � h i ³ ò j k Y

c�
��u

�x�
�

��u

�t�
� � 	 x 	�� � 	 t 	�

���
 h i ó ô 3 4



� ��	
 � � � � � � � �

u�x� �� � p�x�� � 	 x 	�

�u�x� �� � �� � 	 x 	�

���
 h i ¡ ¢ 3 4 n n u��� t� � �

h i ����������� 3 4 b 8 W � > � � � @ � ° V 8 Ê � � î Ú ° é ] >

�������������������������������

� 9 � ¶ � � � � � � � ö ÷ K ¶ � � � M N �

¶ � ³ ò j k Y �

L�u� � ��G�r�u�x� Gr � r�x� � � � x in D

¡ ¢ 3 4

t�x� � �t�x� � x on B�

u�x� � �u�x� � x on B�

� ö N º

¶ � � � � � % î Ú ° � �

& ' P @ � � ø F £ D� * $ % ¬ © �  @ $ % ¬ * ¡ ¢ B� u � K ¾ é � � ( ô õ


 �Dislocation� � = � � � � G H ¬ e ã � = } ~ å Q A � L í

��� ê � � O ' © � � � � � * < � � L u ª Z µ

� � � n n n ui�x� �
R
B� Uij�x� s��j�s�dB�s�

* < � � n n ti�x� �
R
B� Tij�x� s��j�s�dB�s�

��� ê Î � O ' © � � � � � * < � � L u ª Z µ

� � � n n n ui�x� �
R
B� U�ij�x� s��j�s�dB�s�

* < � � n n ti�x� �
R
B� T �ij�x� s��j�s�dB�s�

) ¡ ¢ 3 4 * � � � 6 d e  B� g � / � N � � B J 4 N � R ~ Q º *  � ( � S

� . h i ¡ ¢ 3 4 > m @ �  ! L ¼ Æ ® ¡ ¢ B� u � * �j ( 
j * ì $ 6 = Þ � �

« � � � � � * < � � � t u Y � V L ¼ Æ $ % ¬ D  ¥ K l � ui ( ti Þ >

� � �

�
 ui�x� � $ % ¬ D  � " h i ³ ò j k Y >

n n Ü 8 n n L�Uij �x� s�� � �ij�x� s�



� � � � � � � � � ��	� �

n n - 7 n n L�ui�x�� � � � Ç x � $ % ¬ D  >

�
 ui�x� h i ¡ ¢ 3 4 � Ü 8 �j � 
j � � 7 $ 6 = | Þ

n n n n m @ ¡ ¢ 3 4 ¼ � � � b R á h i >

U v �

Ç D� � D�B� � B © �

���
 [ ä � � = � ê ��s� � �   � + 8 î Ú ° � K � � � n n � O ' ° � >

���
 [ ä � � = � ê 
�s� � �   � + 8 î Ú ° � Á � � Î � O ' ° � >

���
 [ ä � � = � © ê ��s� � 
�s� � �   � + ¥ 8 â Ú ° >

~ 7 o Ê Ë �  ! L O q ¶ � î Ú ° � í î � �  ê R ~ + � � ] é ] �Take free

body� � ^ V � D� � ê D � ) B o � ¡ ¢ 3 4 V 8  � ( � S > � ÿ L , Z � ù á

� 9 � ï 	 
 E � � � � î Ú ° � � � ß à � � � é ] >

                                                              

� � � K 1 H ¬ ù ú � � M N

ù á ³ ò j k Y �

c�
��u

�x�
�

��u

�t�
� � 	 x 	�� � 	 t 	�

ó ô 3 4 � n n u�x� �� � p�x� � �u�x� �� � �

¡ ¢ 3 4 � n n u��� t� � u�l� t� � �

¼ � u�x� t� � � ö N º



� ��
� � � � � � � � �

� G H ¬ ù ú � � * î Ú ° � �

                                                              

������ Ý Ü Â �  � Â � / 0

n n ~ Z � î Ú ° � 9 � � L � � � Ý ° �image method��  1 �  ½ � � � � � �

K 
 @ c j ° | ' � � \ c ¡ ¢ 3 4 ) � ¬ g ò µ 8   � L Ö É 8 � �   � ø � (

j ¯ � w W h i ¡ ¢ 3 4 > Þ Æ � ^ � | � � �  s� * 8 9   ��s�� ( 
�s�� � �  

ø � F Ë , ó Õ j ¯ ± ' | � l x � � = � ) � ' 8 s� � � = � 6 1 M @ � × ' �

� � ¡ ¢ 3 4 � � © � � ± � � W � � � � $ % ¬  ³ ò j k � � � � = � � a > Ù

Poisson t u � Y 8 9 � d e M N

�������������������������������

� 9 � � 7 � Ý ° � ½ � Poisson t u � Y >

³ ò j k n n n r���r� �� � �� � 	 r 	 R� � 	 � 	 ��

¡ ¢ 3 4 n n n ��r� �� jr	R� f����

h i o Y � � L 7 � µ

����s� �
Z
B
U�x� s� s��t�x�dB�x��

Z
B
T �x� s� s��u�x�dB�x�

[ ê

U�x� s� s�� � U�x� s�  U�x� s��  U�s��

W �

U�x� s� � �ln j x� s j

U�x� s�� � ln j x� s� j

U�s�� � �ln� Rq
s��  s��

�



� � � � � � � � � ��
� �

Poisson � ½ � � � Ý � � � �

~ o º ¸ × 5 6 L í

x� � �� cos����� x� � �� sin����

s� � � cos���� s� � � sin���

�� � �� � �

r� � ��  ��� � ����cos����

r�� � ���  �
R�

�
�� � �R� ��

�
cos����

Ü @

U�x� s� s�� � �ln�r�  ln�r��� ln���R�

Ç �� � R © � ^ V x � R � � � Â o � - 7

U�x� s� s�� � �

� � t u Z : Y � � L í Ú � � µ

����s� � �
Z
B
T �x� s� s��u�x�dB�x�

) [ x � Â � o � +

T �x� s� s�� �
��
��R

R� � ��

R�  �� � �R� cos����

� 8

u�s� �
�

��

Z ��

�

R� � ��

R�  �� � �R� cos���
f���d�

o Y V 8 Ù 1 � � Poisson t u � Y > )

k�s� x� �
�

��

R� � ��

R�  �� � �R� cos���

W � � k�s� x� V 8 Poisson � � = >

                                                             

                                                             

� � � P o Y �  ¬ Poisson t u � Y � µ g ¬ Poisson t u � Y � + P 1 × � � !

Á �

u��� �� �
�

��

Z ��

�

�� � R�

R� � �� � �R� cos�� � ���
f����d��



� ��
� � � � � � � � �

� �

u��� 
� �� �
R�R� � ���

��

Z ��

�

Z �

�

�

R�  �� � �R� cos���
f�
�� ���sin�
��d
�d��

W � � cos��� � cos� �
�cos�
�  sin� �
�sin�
�cos��� � �� >

                                                             

������  � Â � � � �  ! � / 0

n n � Ý ° å Ð | � � ¼ Æ h i \ c � " ¡ ¢ 3 4 � e ã � � # & e ã ¼ � Y � L �

Æ $ f \ µ � � t u � ¡ ¢ t u j k Y � Z � � Æ � Poisson t u � Y V 8 K 9 > �

� P ä  ½ ó t u Y � % & � ' U � Ý ° � � ( � � � � � � � ú � � � Ý ° 8 � �

Ý ¬  ) ´ K » 8 9 � Ý   � W ø � L ê j ( * � h i ¡ ¢ 3 4 > ä + P , � £ 8 9

ó Õ   � � 8 9 ó Õ   L ¶ a B � � W j ¯ 7 - ¸ ¹ - . Ð � ¡ ¢ 3 4 > ä c L Ö Y

� 8 9 ó Õ j ¯ L � á a B . Ø Ù ¹ ä � � � ä 
 ú � Ï L Ö É � �   ø � � j * �

h i ¡ ¢ 3 4 | j - É ¹ > Ò Þ Æ K ß � | � @ L Ö j ¯ ± ' | � l x � � = � ) �

' �   l s 1 5 � / + P � � W � A $ % ¬  h i ä � � � 2 Y >

& ' P 7 ½ ó t u Y 8 ä 0 � ' U â Ú ° � î Ú ° - Æ � � � = 5 6 � � ½ � £ � �

Ý   � � � = 5 6 � x V Z ÿ | �   � � � l � � ÿ + | Î   � � � l > Þ m 7 o �

� � 5 6 � < Ã � 8 9 ¡ ¢ � L P � � O ¢ � BEPO�D k Y 1 2 B � � £ � ( � �

� o � 3 d e M N

³ ò j k n n r�� � � � x � D

W � � r� Z : Laplacian þ Å ç � � 8 O � � ) D 8 - ö ÷ � ± ¬ >

¡ ¢ 3 4 n ��x� � f�x�� x on B� n ���x�
�nx

� g�x�� x on B�

W � � f�x� , g�x� Z :  í � ¡ ¢ 3 4 � B� , B� 8 ¡ ¢ � nx 8 x � ° ¯ E >



� � � � � � � � � ��
� �

0 ' 	 p � � » � �

� ö o º � � » � � � 7 Á � � � 8 9 � ê s J � � �   ä � � � w � e ã ¼ � Y �

+ ¬  l � ½ ó t u j k Y � K Y M N

����s� �
Z
B
U�x� s�

���x�

�nx
dB�x��

Z
B
T �x� s���x�dB�x� ��
���

W � � U�x� s� Z : � s J � � �   - & µ � x J � O � � ) T �x� s� Z : � s J � �

�   - & µ � x J � O � � ¤ > ½ o Y s � � ê � ¤ � � $ %

L�x� s� �
�U�x� s�

�ns
��
���

M�x� s� �
�T �x� s�

�ns
��
���

Ü @ L Æ

��
���s�

�ns
�
Z
B
L�x� s�

���x�

�nx
dB�x��

Z
B
M�x� s���x�dB�x� ��
���

M o º : � [ - ê � ä � � 8 � s � n�s� j ¯ ó Õ � �   � + 0 ' 	 p A � 4 5 ð

ñ

� ��
���s�

�ns
�
Z
B
U��x� s�

���x�

�nx
dB�x��

Z
B
T ��x� s���x�dB�x� ��
���

W � � U��x� s� Z : � s J � � � ó Õ   - & µ � x J � O � � ) T ��x� s� Z : � s

J � � � ó Õ   - & µ � x J � O � � ¤ � W � ó Õ � j ¯ n�s� 6 ~ j   æ ¯ *  

>


 E 7 o � Y ��
�������
���� � � � � = 1 M N 5 6

L�x� s� � �U��x� s� ��
���

M�x� s� � �T ��x� s� ��
���

w � ½ w 5 6

U�x� s� � U�s� x� � �ln�r� ��
���

Þ m Y ��
����� ��
���� L�M � � = * $ % � L � Æ M N 5 6

L�x� s� �
�U�x� s�

�ns
�

�U�s� x�

�ns
� T �s� x� � �U��x� s� ��
���

M�x� s� �
�T �x� s�

�ns
� ��U

��s� x�

�ns
� �T ��s� x� ��
���



� ��
� � � � � � � � �

8 � 
 E j - � P x� s Ö p � L Æ ¬  l ½ ó ¡ ¢ t u Y

����x� �
Z
B
U�s� x�

���s�

�ns
dB�s��

Z
B
T �s� x���s�dB�s� ��
���

��
���x�

�nx
�
Z
B
L�s� x�

���s�

�ns
dB�s��

Z
B
M�s� x���s�dB�s� ��
���

W �

U�s� x� � �ln�r� ��
���

T �s� x� �
�U�s� x�

�ns
��
���

L�s� x� �
�U�s� x�

�nx
��
���

M�s� x� �
��U�s� x�

�nx�ns
��
���

Þ Æ K ß � | � @ J Á � ä � � 8 �ln�r�� , � � � � $ % ô » * 6 � ´ � � N Z >

È É 7 o Ê Ë � � � � = 1 M N 5 6

U�s� x� � U�x� s� ��
���

T �s� x� � �U��x� s� � L�x� s� ��
���

L�s� x� � T �x� s� � �U��s� x� ��
���

M�s� x� � �T ��x� s� � M�x� s� � �T ��s� x� ��
���

W � � U�s� x� Y Z : � s J � � �   - & µ � x J � O � � �  � x J � � �   -

& µ � s J � O � > M�s� x� Y Z : � s J � � � ó Õ n�s� j ¯   - & µ � x J �

O � n�x� j ¯ � ¤ � �  � x J � � � ó Õ n�x� j ¯   - & µ � s J � O � n�s� j

¯ � ¤ >

~  7 o 7 » � � = * î 1 5 6 � 8 j ± � � 1 � » � V î Ú ° � U�x� s�� U��x� s�

, T ��x� s� Í â Ú ° � U�s� x�� T �s� x� , M�s� x�> ä � » � � = 8 O v � Ê å Ð � �

» > ä c ½ w � o 9 ½ w � q � � Stroh � ½ � Y � x 1 @ % & � L � � : ; < | }

* v r > L = � | Stroh G ° � � � � � � � � Ò � � � ½ ó t u Y � � � � � = >

1 @ ½ w � o 9 ½ w � q � u � >

� ö o p � � = Z � P â Ú ° � � � = p µ î Ú ° � � � = � + ¬  l ½ ó ¡ ¢ t u

Y L � µ

����x� �
Z
B
U�x� s�

���s�

�ns
dB�s� 

Z
B
U��x� s���s�dB�s� ��
���



� � � � � � � � � ��
� �

��
���x�

�nx
�
Z
B
T �x� s�

���s�

�ns
dB�s� 

Z
B
T ��x� s���s�dB�s� ��
���

o Y L � � µ - 1 � � � � Î � � �   ½ � E � Ô � å Q û ü > 7 o " | � � G H ¬

� ä � � - � Æ � 1 H ¬ � � � t u j k Y > 7 N 9 ½ � £ � ( � � � � � � > 7 N

� �   P 1 � � � K 8 A � � �   ( ? K 8 � Ý � �   >

� � Ý � �   � � » � �

� ö o º � [ � ê � � Ý � �   8 ä � � � � � � ~ e ã � � $ � L Æ

����s� �
Z
B
U�x� s� s��

���x�

�nx
dB�x��

Z
B
T �x� s� s����x�dB�x� ��
���

½ o Y ��s� � / ° ¯ � ¤ � L Æ

��
���s�

�ns
�
Z
B
L�x� s� s��

���x�

�nx
dB�x��

Z
B
M�x� s� s����x�dB�x� ��
���

� � Ý ó Õ � �   � � 9 � �

� ö o º � [ � ê � � � ó Õ   8 ä � � � � � � � � A � � ó Õ   j ¯ n�s� , �

Ý � � ó Õ   j ¯ n�s�� © � ö ÷ o º * � ( � � � � + t u j k L X � M N

� ��
���s�

�ns
�
Z
B
U��x� s� s��

���x�

�nx
dB�x��

Z
B
T ��x� s� s����x�dB�x� ��
���



� ��
� � � � � � � � �


 E 7 o � Y ��
����� ��
���� � L Æ M N ½ v

L�x� s� s�� � �U��x� s� s�� ��
���

M�x� s� s�� � �T ��x� s� s�� ��
���

\ Y ��
���� L � � L�x� s� s�� � � = | ~ Y ��
���� / n�s� � ° ¯ ¤ u ) � � | �

n�s� 1 5 > ) U ��x� s� s�� + , n�s� , n�s�� 1 5 � Ò 8 × � ï � @ ! A Ü | s� � | s

� � = > \ ä » é l � � � U��x� s� s�� � � = ? 1 E F � ¶ a > Ü @ � U��x� s� s�� �

� u � n�s�� w Æ @ � � � = ï � >

8 � A @ d ° � � � ö Z º * � Ý � �   � 9 j Y �  ! L Æ O � � 8

U�x� s� s�� � �ln�r�  ln�R� ��
���

@ © � � x� � � � O � 8 � � x V

U�x� s� s�� � � ��
���

Þ m L�x� s� s�� � $ % � L Æ

L�x� s� s�� �
�U�x� s� s��

�ns
�

yini
r�

� y��n�
R�


y��n�
R�

��
���

� ö o º � [ ê � Ý � �   � 9 j ¯ 8

n�� � �n�� n�� � n� ��
���

Ü @

U��x� s� s�� �
�yini
r�


�y�in�i
R�

�
�yini
r�


y�n�
R�


y�n�
R�

� �L�x� s� s�� ��
���

W � � n�s� � �n�� n�� � n�s� � �n��� n
�

��� yi � xi � si� y�i � xi � s�i > 7 o Ê Ë h i

o p � ½ v � x V A Ç � n�s��  ò £ � > o Y B O � n�s�� � � ° 1 Ù F � ¶ a �

7 - h i ¡ ¢ 3 4 > 7 N 7 @ � ° � ' U ú � � � c � Ý ° >

�������������������������������

ê ? M N ¡ ¢ 3 4 � � x� � � J � U��x� s� s�� � � � + n�s�� 1 � c � Ì L h i ¡ ¢

3 4 � M N � Y

�� � � � �� �� � � tan���y��y��  � ��
���



� � � � � � � � � ��
	 �

� Ý ó Õ j ¯ � � Ì

�������������������������������

? ê ? M N ¡ ¢ 3 4 � � x� � � J � T ��x� s� s�� � � � W � n�s�� 1 � c � Ì L h i

¡ ¢ 3 4 � M N Y

�� � ��� �� � �� tan���y��y��  � ��
���

� Ý ó Õ j ¯ � � Ì

�������������������������������

� Ý ó Õ � � � � � � K c � ° ê �� V 8 Greenberg ( Stakgold � � � j ° � ä c



� ��

 � � � � � � � �

¡ ¢ t u ^ L C D � G H ( � o � � t u > � Ý � � � � Á c � ° ê �� 8 8 � � ó

Õ � j ¯ � W 8 x� , x� � � = > @ Z : @ � � � � � ± æ $ � ) | E x� , x� ) �

� 7 h i � � �x� � x�� � ¡ ¢ 3 4 � Ü @ ± L F @ Ç µ 0 ' 	 p � æ $ � � � � > [

\ = ] � ú � ) _ � � Á c � ° � Laplace þ Å ç / � o D © � w Æ A ' $ % ¬  �

� l   � � � µ Ô � ? 1 G Q   � + P ¹ � Q t u > Ü @ � h i ¡ ¢ 3 4 � � © � �

± ' � H Q t u � I g ¸ ¹ > Ü @ � K » � ° L C D � ( � o � � t u � � Á » � °

f ; ó Õ j ¯ ; x � � = � / + G ° � Æ 1 ë � ¡ ¢ t u Y > Ü @  J K � �   ¼ ä

� � © � f � L � � ^ % � é Ý � K � g � x . x & = ] M N � � A >

8 � � Ô ¬ ä � � � BEPO�D k Y ½ O � ½ ó t u Y � � µ

����x� �
Z
B
U�s� x� x��

���s�

�ns
dB�s��

Z
B
T �s� x� x����s�dB�s� ��
���

��
���x�

�nx
�
Z
B
L�s� x� x��

���s�

�ns
dB�s��

Z
B
M�s� x� x����s�dB�s� ��
���

7 - � BEPO�D k Y � P � > d e M N

< Ã 8 9 ¡ ¢ B� � � L Æ

h
Unn Unn�

i ��
�

tn

tn�

��
� �

h
�Tnn Tnn�

i ��
�

un

un�

��
� ��
���

h
�Lnn Lnn�

i ��
�

tn

tn�

��
� �

h
Mnn Mnn�

i ��
�

un

un�

��
� ��
���

W � � � Z : $ % � � Ý ¡ ¢ o � E >

Ü 8

un � un�� tn � tn� ��
���

w � Q R A B � L Æ

�Unn  Unn��ftng � � �Tnn  Tnn��fung ��
���

��Lnn  Lnn��ftng � �Mnn Mnn��fung ��
���

. � ^ � | � ( � * R ~ � ¡ ¢ 3 4 � � © � � Ý ¡ ¢ ° ¯ E . � � � � � 7 - Tnn�

, Mnn� * Ä Å >

                                                             



� � � � � � � � � ��
� �

� � � � P � � � - S BEPO�D k Y � w W ' � � ( � � � !

                                                             

                                                             

� � � � ö N º � � � � M N � ( � � � !

³ ò j k

r�� � � � x in half plane ��
���

¡ ¢ 3 4
���x�

�nx
� �� for x� � � ��
���

���x�

�nx
� �� for x on C�� C� ��
���

� G H I J ² ý 8 v � �V�� ��>

                                                             

                                                             

� � � � A e M N � » � ( � � � � � t u Z : Y

³ ò j k r���x� � � � x in half plane

¡ ¢ 3 4 ��x� � f�x�� x on half line

� � t u Z : Y 8

��x� y� �
�

��

Z
�

��

�y

�s� x��  y�
f�s�ds

¡ ¢ 3 4 r���x� � � � x in half plane

³ ò j k ���x�
�n�x�

� h�x�� x on half line

� � t u Z : Y 8

��x� y� �
��
��

Z
�

��

ln��s� x��  y��h�s�ds

                                                              



� ���� � � � � � � � �

���� T U � G�unter V W X Y Z

\ \ ] ^ _ ` a a b c d e f g h i j d k l d m n o p q r G"unter s t u a d v

w x y z | u } ~ d � � � � � � �

�����������

� a � G"unter a

x� x� y� z

s� �� �� �

r� r��

�� 


 � 

n�s�� N�

n�x� � �n� N�

yi � �r��
�yini�r� cos�r��� N��

T �s� x�� cos�r��� N��

r���

L�s� x�� cos�r��� N��

r���

�����������

���� � �

n n 7 o  ^ ¡ ¢ ç è ° ï 5 = ] � v � Ö � � � Ñ � P @ � � � � � k o � + . P

t u j k = Þ J � � � o L µ « = j k � � ¼ � ¡ ¢ ì í E � - . ¬  � � E > ä µ

P � N K � d e � ~  � � | 7 ¡ ¢ ç è ° ï 5 = ] � v 8 ä 0 � Q 7 � p � � ÿ �

� 7 N � � � � � � � � � © � L ½ O � ö * >

� F � � � � - � j � n ½ ó ¡ ¢ ç è °

n n n n n n � u � � e��dualbem�dbem���
te � � . � �Sep
���������



� � � � � � � � � ���� �

Table �� The explicit form of kernel functions

Kernel function U�s� x� T �s� x� L�s� x� M�s� x�

Direct method symmetric T �s� x� � L�x� s� L�s� x� � T �x� s� symmetric

Kernel function U�x� s� �U��x� s� T �x� s� �T ��x� s�
Indirect Method symmetric symmetric

Order of weak strong strong hypersingular

Singularity

Two dimensional �ln�r� yini�r
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