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前言

時間不知不覺就這樣過去了，從當初要修專題之前，我問陳品妤要不要去找老師修專題，還跟她說，要找老師修專題很累喔，在老師簽下修專題的單子的時候，老師說了一句：「希望你們以後能帶走一點東西。」我就已經有心理準備了。果然是真的有點累，每一次的基本能力練習都是從前想都沒想到過的東西，也因為這樣，我想這一學期大概是這三年以來最充實的一個學期吧！不敢說在這段期間學到的東西有多少，但是應該還是有帶走一點點東西吧！
雖然專題的主題是辛矩陣在彈性力學與結構動力之應用，但是以下的內容我把一些老師曾經跟我講到過的東西以及在我從前所找的資料中比較淺顯易懂的部份做一個簡單的總整理。與其找一些看不懂的東西來當期末心得，不如找還可以看得懂的東西來得好。第一個部份是歐氏空間與酉空間，而第二個部份為辛矩陣。
PART 1 歐氏空間與酉空間

歐氏空間
又可以稱為實數內積空間，也是我們以前學習向量與矩陣最早接觸的範圍，只是以前我們不知道它可以這樣稱呼。我們可以利用內積的概念把幾何空間中的向量長度、角度、距離等概念引進到線性空間中。
(一)

其基本定義為：
設V是實數域R上的n維線性空間，如果有一實數值函數為u在V→R
u(a , b)=(a , b)其a、b屬於V

滿足下列條件：
1.(a , b)=(b , a)

2.(a+c , b)=(a , b)+(c , b)

3.(c*a , b)=c*(a , b)

4.(a , a)≧0 ； (a , a)=0當且僅當a=0

則稱(a , b)是V的一個實內積，這樣的線性空間V稱為n維的歐幾里德空間，簡稱為歐氏空間。
我們可以從以上的內積定義推廣得到下列的性質：
5.(a , b+c)=(a , b)+(a , c)
6.(a , c*b)=c*(a , b) 其中c屬於R

(二)歐氏空間中的度量
其定義為：
設V是n維歐氏空間，a屬於V，則可以得到它長度，即為我們所熟知的
||a||=(a , a)1/2 其
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推廣到Rn中，向量x=(a1,a2,……,an) ，其長度為
||a||=(
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定理：設V是n 維歐氏空間，a、b屬於V，c屬於R，則V的向量長度有以下性質：
1. 正定性：||a||≧0；||a||=0當且僅當a=0

2. 齊次性：||d*a||=|d|*||a||

3. 柯西不等式：|(a , b)|≦||a||*||b||
4. 三角不等式：|a+b|≦||a||+||b||

例如：證明三角不等式

||a+b||2=(a+b , a+b)=(a , a)+2(a , b)+(b , b) ≦||a||2+2||a||*||b||+||b||2
=(||a||+||b||)2
以上證畢
酉空間
    又可以稱為複數內積空間，而與歐氏空間的實數內積空間區隔開來。
其定義如下：
設V是複數域C上的n維線性空間。 如果複值函數u在V→C

u(a , b)=(a , b) 其中a、b屬於V

滿足下列條件：
1.(a , b)=(a , b)，(a , b)是(a , b)的共軛複數
2.(a+c , b)=(a , b)+(c , b)
3.(c*a , b)=c*(a , b) 其中c屬於C

4.(a , a)≧0 ；(a , a)=0當且僅當a=0

則稱(a , b)是V的一個複數內積，稱V是n維酉空間。
例如：對Cn空間的任何兩個向量x=(x1,x2,……,xn)，y=(y1,y2,……,yn)T定義

(x , y)=
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其中yH是y的共軛轉置，所以可得知其為Cn空間的一個複數內積，稱為Cn的標準內積，Cn是酉空間
我們可由Cn空間的複內積(x , y)=yHx推得

(Ax , y)=(x , AHy) x、y屬於Cn
如果AH=A，則稱A是Hermite矩陣，此時上式變成

(Ax , y)=(x , Ay) x、y屬於Cn
對於酉空間的討論與歐氏空間類似，而且歐氏空間中的許多結果大多數都可平移至酉空間來探討。
PART 2 辛矩陣

直接使用以前留下的表格，這樣可以很清楚的明白傳統的與辛系統之區別。
傳統矩陣與辛矩陣系統特性之比較
  表（一）
	
	正交系統
	辛系統

	單位矩陣
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	轉置矩陣
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	轉換關係
	
[image: image9.wmf]T

A

IAI

=


	 
[image: image10.wmf]T

H

JHJ

=



	特徵向量
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	正交系統
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	距離關係
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	變數系統
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	矩陣系統
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表（二）
	
	Real-part
	Imag-part

	Complex system
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	Matrix system
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	Variable system
	
[image: image29.wmf]1

1

2

=


	
[image: image30.wmf]1

2

-

=

j



	Matrix system
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	Transport matrix
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共軛辛正交
由哈密頓矩陣的特征問題來設法證明正交性質，此即為共軛辛正交關係。設有Hφi=μiφi --(1)，Hφj=μjφj --(2)
由上式(1)得HTJφi=-μiJφi，再用φjT左乘該式，並因為標量可以隨意取轉置運算而其值不變，所以

φjHTJφi=-μiJHφjT=-μiφjTJ=μiφiTJφj
另一方面，用μiTJ左乘(2)式，所以

μiTJHφj=μjφiTJφj

從上式即可得到特征向量之間的共軛辛正交關係，即

μiTJφj=0 –-(3)， 當μi+μj不等於零的時候
對於在對稱矩陣特征問題中的正交關係為φiT與φj之內積為零，或寫成φiTIφj=0。與共軛辛正交的公式相比為I換成了J，即相當於度量矩陣由歐幾里德型過渡到辛型，可以對照上面的表格。相應地就有了向量的辛內積。
排除零特征值之後，H陣(為哈密頓矩陣)是滿秩的，對於單特征根可以證明2n個特征向量不可能線性相關。因此互鄉共軛的一對本征向量不可能辛正交，即
φiTJφn+i=0 (i=0,1,2,…n)

由於特徵向量可以隨意乘一個常數，可以引入共軛辛正交歸一關係。即選擇常數乘子，使得

φiTJφn+i=1 即φn+iTJφi=-1 (i=1,……,n) --(4)
得以成立。上式只提供n個方程，仍不足以確定2n個特徵向量乘子。剩下的n個方程可以由以下條件題供

φiTφi=φn+iTφn+I (i=1.2……n)

關係(3)和(4)即為特徵向量的共軛辛正交歸一關係。
    現在將特徵亮量φi做為第i列，這就組成了2n * 2n的矩陣φi=[φ1, φ2,……, φ2n]
根據共軛辛正交歸一關係，所以關係式為

φitJφi=J --(5)
    凡是滿則式(5)的任何矩陣φ，稱之為辛矩陣，即式(5)可以作為辛矩陣的定義。
辛矩陣有以下之性質：
1. 辛矩陣的成積仍然是辛矩陣

設φ1，φ2為辛矩陣，則可證明。
(φ1φ2)TJ(φ1φ2)=J

2. 辛矩陣的逆矩陣為辛矩陣

由式(5)可右乘φ-1再左乘φ-T，即證得。
3. 辛矩陣的轉置仍為辛矩陣

由式(5)有Jφ=φ-TJ，再左乘J，右乘J得φJ=Jφ-T，就有φJφT =J。
4. 辛矩陣的行列式值為1

將式(5)雙方取行列式運算可得detJ=1。
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