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同心圓環二維 Helmholtz特徵方程問題真假根探討 

郭世榮 1  陳正宗 2  劉孟龍 3  全湘偉 4 

關鍵詞： 同心圓環、Helmholtz方程、特徵值、邊界元素法。 

摘  要  

本文針對同心圓環之 Helmholtz 特徵值問題，採用實部對偶邊界元素法求得真

假特徵值。以離散化系統由邊界元素法中影響係數矩陣循環的特性解析一同心圓環

空間聲場真假特徵值發生的機制；在數值解方面，則發展實部對偶邊界元素法程式

並配合奇異值分解法萃取真根與過濾假根。最後，比較兩者與有限元素法的結果均

相當符合。 
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ABSTRACT 

 In this paper, the real-part dual BEM was employed to solve the 
Helmholtz eigenproblems of annular domain.  The circulant and 
degenerate kernel were used to study the true and spurious eigensolutions in 
discrete system for simulating the continuous system.  The numerical 
program of real-part dual BEM was also developed to distinguish the true 
and spurious eigensolutions by using the singular value decomposition 
technique.  Good agreement can be made. 

 

一、前 言 

以往邊界元素法求解 Helmholtz方程的特徵問題時，大

多以複數的基本解處理，為了避免在複數型式下求解，可

將 Helmholtz方程式中含特徵值項視為 Laplace 方程式之外

力源，但是此外力源會導得一體積分項，因而使得在利用

邊界元素法求解時，仍需對內域作離散。多倒易法將此體

積分轉成一系列的邊界積分 [1~3]。後來 Kamiya [4] 等人
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與葉、陳等人  [5] 發現多倒易法與複數邊界元素法只取  

實部型式，完全相同。陳等 [6,7] 已成功地發展實部對偶

邊界元素法，然其應用均侷限於求解單連通的問題，如圓

形 [8] 或正方形 [9] 等。對於多連通問題，張 [10] 曾以

對偶邊界元素法配合領域分割技巧解決了假根問題，然需

以複數型態計算，為了節省儲存空間及計算效率，僅在實

數域處理是個可嘗試的方向。本文利用實部對偶邊界元素

法  [11,12]，建立二維同心圓特徵值問題對偶積分推導，  

此為多連通問題，其假根機制將更為複雜。本文將藉由對

偶邊界元素的解析推導與數值計算，求得二維同心圓環   

聲場的自然頻率與自然模態，並配合奇異值分解技巧，以

對偶架構來判定真假特徵解，所得結果並與有限元素法比

較。 

二、研究方法 

2.1  對偶邊界元素法 

對於傳統多倒易法或實部邊界元素法求解特徵值問題

之假根現象，除了利用對偶架構以殘值技巧過濾外，我們

也可以把多倒易法或實部邊界元素法中的奇異方程和超奇

異方程結合後再使用奇異值分解法，而更有效的濾除假根 

[7,13~16]。本文將以解析方式加以說明多連通問題的假根

現象，進而建構一套適用於求解任意二維聲場  (單連通或   

多連通) 之聲頻與聲模分析程式。 

考慮二維特徵值問題，其控制方程式為： 

Dxxxxuk ∈=+∇ ),(,0),()( 2121
22  (1) 

其中，k為波數，u 為場量，D為定義域。 

根據邊界元素法 U、T、L與 M 四個核函數的對偶架構，

可得邊界點對偶邊界積分方程式 [11,16~19]： 

∫=π
B

sdBsusxTVPCxu )()(),(...)(  

BxsdBstsxUVPR
B

∈− ∫ ,)()(),(...  (2) 

∫=π
B

sdBsusxMVPHxt )()(),(...)(  

BxsdBstsxLVPC
B

∈− ∫ ,)()(),(...  (3) 

其中 C.P.V.  和 R.P.V.  分別表示柯西主值與黎曼主值，而

H.P.V.  為阿達馬主值，B表示邊界。若僅取核函數的實部，

則上二式可重新寫成： 

∫=π
B
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上二式中，下標 R 表示取複數核函數的實部。為了簡化問

題，本文僅探討 Dirichlet 的邊界條件，將上二式積分方程

離散化，並採用常數元素，可得 [20]： 

}0{}{)]([ =tkU R   (6) 

}0{}{)]([}{])([ ==π+ tkLtkL RR I  (7) 

(6)、(7)式為一非線性特徵值問題，不過由於少了虛部的束

制條件，將導致假根的現象，所以我們會從(6)式中得到一

些特徵值，但並不會同時滿足(7)式，同理我們也會從(7)式

得到一些特徵值，他們也不會滿足(6)式，此即為對偶架構

殘值技巧的精神。 

本文採用奇異值分解法，來判定真假根，我們可以先

結合(6)與(7)式，使得： 

}0{}{)]([ 12 =×× NNN tkC   (8) 

其中， 
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對於真根而言，矩陣 [C(k)] 的秩會由原本的 N 降為 N − 1，

因此(8)式可以求得非零解。 

一過定矩陣 [A]  m × n，下標 m 是方程式的數量，n 是未

知 數 的 數 目 ， 所 謂 奇 異 值 分 解 法  (Singular Value 

Decom-position, S.V.D.) 是把 [A] m × n分解成： 

*][][][][ nnnmmmnm VWA ×××× Σ=  (9) 
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其中，[W]、[V] 分別表示左酉單位及右酉單位矩陣，“*  ” 表

示共軛轉置，σn為第 n 個奇異值，且 σn ≥ σn–1 ≥ ⋯ ≥ σ1，

當我們有 p 個奇異值等於零時 (0 ≤ p ≤ n)，也就是說矩陣 

[A] 的秩將降為 n − p。對真的特徵值而言，若 [A] 矩陣    

的秩將降為 n − p 時，即表示此真根重根 p 次，反之若為     

假根，則矩陣 [A] 的秩仍是 n，也就是其最小奇異值  σ1不

為零。 

當判斷出是真根之後，若要尋求特徵向量可由 [V] 矩

陣對應的柱向量決定。利用 S.V.D 技巧除了有效率地判斷

真假根之外，還能決定特徵值的重根數，此方面應用，可

參考 [6,7]。 
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2.2  循環對稱矩陣－圓形聲場 

現將一圓形邊界等分 2 N段後，則 [UR] 及 [ RL ] 的影

響係數矩陣，如圖 1 所示，是一對稱的循環矩陣 (Circulant 

Matrix)，現將 [UR] 矩陣表示如下： 
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其中，ak = a2N–k , k = 1, 2, ⋯,  2N – 1，依據此特性，(11)式

可以表示成： 
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其中，[C2N] 為最基本的循環矩陣單元，其特性如下： 
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而此循環矩陣 [C2N] 的特徵值 α 為 α2N = 1的根，即為： 
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圖 1  影響係數配置點位置與積分邊界的對稱循環示意圖 

而 [C2N] 特徵向量 {ϕ}n可由特徵值 α 表成： 
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由循環矩陣特性，可求得 [UR] 矩陣的特徵值及特徵向量，

表示如下： 

T
RU ][]Ë[][][ RR ⋅⋅=   (15)  

][][][]Ë[ RR ⋅⋅= R
T U   (16)  

式中 ][Λ 及 [R] 分別是 [UR] 矩陣之特徵值及特徵向量所

組成，由於 [UR] 和 [C2N] 的特徵向量是相同。因此可知 [R]  

矩陣是由(14)式所組合而成： 
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(16)式特徵值矩陣可用來解析真假根。 

2.3  單一圓環Helmholtz特徵值問題 

首先若僅取 Helmholtz 方程的基本解中 U 核函數的實

部，可得： 
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式中 R、ρ  與 θ 如圖 2 所示，由(12)式循環矩陣理論，可知

特徵值是： 
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−
− α++α+α+=λ N

lNlll aaaa ΛΛ  

NNl ,)1(,,2,1,0 −±±±= Λ  (19)  

其中影響係數 am可表示成： 
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圖 2   R、ρ  與 θ 示意圖 
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另外，將 (20)式代入 (21)式可得： 
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當 N趨於無窮大，則由黎曼和轉換成積分，可寫成如下： 
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由上式可知 [UR] 矩陣的特徵值為 k的函數。 

[UR] 矩陣行列值為零時，即可求得對應的臨界波數。

為了求取 [UR] 矩陣的行列式值，可先求對角特徵矩陣

][Λ ，再取 ][Λ  的行列式值，其過程如下： 

T
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由於 [R] 矩陣為一個正交矩陣，所以行列式值為 1，因此： 
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當任一特徵值為零，此行列值亦為零，即是特徵根發

生的地方。因此我們可預測單一圓環的根發生在： 
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(25)式是由 UR核函數求得，另外取 LR核函數，可得： 

R

RRkY

R
rkY

LR ∂
θρ−ρ+∂π

=
∂

∂π
=

)}cos2({

2
)(

2

22
00  (26) 

ρ>θ′π
= ∑

∞

−∞=

RmrkJRkY
k

m
mm ,)cos()()(

2
 

)(θ= RL   (27) 

如同(11)式中的 [UR] 矩陣，我們亦可求得 LR 核函數

的 ][ RL  矩陣： 
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其中， 
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同理，由 LR核函數可解析單一圓環的根發生在： 

0)(,0)( =ρ=′ kJRkY ll  

NNl ),1(,,2,1,0 −±±±= Λ  (30) 

比較(25)式和(30)式，可以發現相同根為真根，表示如

下： 

0)( =ρTl kJ   (31) 

而不同的根為假根，說明如下： 

若使用 UR核函數，則 Yl(kS R) = 0, R ≥ ρ  (32) 

若使用 LR核函數，則 Yl ′ (kS R) = 0, R ≥ ρ (33) 

2.4  同心圓環之Helmholtz特徵值問題 

上節是探討單一圓環問題，本節主要是分析一個同心

圓環問題。如圖 3 所示，一個同心圓環，其外徑為 a，內徑

為 b。同心圓環影響矩陣亦是使用上節相同方法，只是配置

點 (source) 如今會在內外圈出現，而邊界亦分內外圈，所

以對於同心圓環的問題，可把原先的 [UR] 矩陣擴充成為： 
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圖 3  Helmholtz方程的同心圓環問題 

如圖 4 所示，上式中 Uaa、Uab、Uba、Ubb四個子矩陣的影響

係數分別是： 

Uaa的元素表示配置點在外圈點 o 對外圈 Γa做積分。 

Uab的元素表示配置點在外圈點 o 對內圈 Γb做積分。 

Uba的元素表示配置點在內圈點 i對外圈 Γa做積分。 

Ubb的元素表示配置點在內圈點 i對內圈 Γb做積分。 

當我們把內外圓邊界各分為 2 N段時，[G] 矩陣會是一

個 4N × 4N 的矩陣。其中 Uaa、Uab、Uba與 Ubb 是一循環對

稱矩陣。如同單一圓環對角化的方法，首先令矩陣 [Φ] 為： 
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上式矩陣 [R] 定義在(17)式，則： 
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因為 Uaa、Uab、Uba與 Ubb 都是循環對稱矩陣，所以上式可

分別對角化後表示成： 
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同心圓環矩陣 [G] 的真假根與行列式值有關。如同(25)

式一樣的方法，可以分別求得(36)式 ][Λ  中四個小矩陣的特

徵值： 

 

圖 4  子矩陣元素配置點位置與積分邊界的關係 
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因此，同心圓環 [G] 的行列式值為： 
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上式中 
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如同前節所述，同心圓環問題的真假根也是取 [G] 行列式

值為零時的根。因此當我們對(39)式取行列式值，可得特徵

方程為： 

0)()()()(,0)(,0)( =−== k aYk bJk bYk aJk bJk aY llllll  

Nl ,,2,1,0 Λ=  (40) 

另外從 LR核函數亦可求得對應四個小矩陣的特徵值為： 

)()(2 k aJk aYk a lll ′π=µ  

)()(2 k bJk aYk b lll ′π=ε  

)()(2 k bJk akaY lll ′π=δ  

)()(2 k bJk bkbY lll ′π=γ   (41) 

同理，對 )41( 式所組成的矩陣取行列式值，可得特徵方程

為： 

0)()()()(,0)(,0)( =−=′=′′ k aYk bJk bYk aJk bJk aY llllll

Nl ,,2,1,0 Λ=  (42)  

比較(40)式和(42)式的結果，相同的根為真根 kT發生在： 

0)()()()( =− akYbkJbkYakJ TlTlTlTl  (43)  

不同的根為假根，若用 UR核函數，則假根 kS發生在： 

0)(,0)( == bkJakY SlSl  (44)  

若用 LR核函數，則假根 kS發生在： 

0)(,0)( =′=′ bkJakY SlSl  (45) 

三、實例分析 

考慮一同心圓環，當我們選取外徑是 a = 1，內徑是 b = 

0.2，此時的解析解的真根及假根分別列於表 1、表 2 與表 3，

表內 kT 表真根，kS 表假根。而數值解求得的真假根如圖 5

與圖 6 所示，圖中縱軸  σ1表最小奇異值，橫軸 k 表波數，      

T 與 S 分別表示真假根，而括號內即是真假根的數值解。   

解析解和數值解的真根比較，列成表 4 所示。由表中可      

發現若能同時滿足奇異方程及超奇異方程的真根，即為    

一真根，而其他的根為假根。對於 Helmholtz方程之真假根

的預測，由實例分析驗證數值解與理論解析的結果，相當

接近。 

結合奇異方程與超奇異方程表示成(8)式，由奇異值分

解法 (Singular Value Decomposition, S.V.D.) 的數值技巧所

萃取真根，其結果如圖 7 所示。表 4 為解析解、數值解，

及由奇異值分解法求得的真根值，三者相互對應。顯示出

所預測的真根正確無誤。 

最後圖 8 是比較解析解、邊界元素法與有限元素法在

各種特徵值時所對應的模態，由圖中可知，此三種方法所

得的模態皆相同。 

表 1  結合 [UR]、 ][ RL  矩陣對應的解析真根 

 真根 (kT) 

 0)()()()( =− akYbkJbkYakJ TnTnTnTn  

 第一個根 第二個根 

n = 0 3.82 7.79 

n = 1 4.24 8.06 

n = 2 5.22 8.80 
n = 3 6.39 9.87 

n = 4 7.59 11.09 
n = 5 8.77 12.34 

其中，kT為真根。 

表 2  使用 [UR] 矩陣對應的解析假根 

假根 (kS) 

 0)( =bkJ Sn  0)( =akY Sn  

 第一個根 第一個根 第二個根 

n = 0 12.02 0.89  3.96 

n = 1 19.16 2.20  5.43 
n = 2 25.68 3.38  6.79 

n = 3 31.90 4.53  8.10 
n = 4 37.94 6.65  9.36 

n = 5 43.86 6.76 10.60 

其中，kS為假根。 

表 3  使用 ][ RL  矩陣對應的解析假根 

假根 (kS) 

 0)( =′ bkJ sn  0)( =′ akY sn  

 第一個根 第一個根 第二個根 

n = 0 19.16 2.20  5.43 

n = 1 19.21 3.68  6.94 
n = 2 15.27 5.00  8.35 

n = 3 21.01 6.25  9.70 
n = 4 26.59 7.46 11.01 

n = 5 32.08 8.65 12.28 

其中，kS為假根。 

表 4  解析解、[UR]、 ][ RL  及 S.V.D. 數值解之真假根比較 

 第一個根 第二個根 第三個根 第四個根 

 真根 

解析解 3.82 4.24 5.22 6.39 

[UR] 法 3.82 (0.0) 4.24 (0.0) 5.22 (0.0) 6.39 (0.0) 

][ RL 法 3.93 (0.3) 4.30 (1.4) 5.35 (2.5) 6.49 (1.6) 

S.V.D. 法 3.88 (1.6) 4.26 (0.5) 5.29 (1.3) 6.47 (1.3) 

 假根 

解析解 0.89 2.20 3.38 3.96 

[UR] 法 0.90 (1.1) 2.21 (0.5) 3.41 (0.9) 3.99 (0.8) 

解析解 3.82 4.24 5.22 6.39 

][ RL 法 3.93 (2.9) 4.30 (1.4) 5.35 (2.5) 6.49 (1.6) 

註：括弧內表誤差百分比



 郭世榮、陳正宗、劉孟龍、全湘偉：同心圓環二維 Helmholtz特徵方程問題真假根探討 539 

   

圖 5 最小奇異值對 k之關係 圖 6 最小奇異值對 k之關係 

(使用 [UR] 法，a = 1.0, b = 0.2)  (使用 ][ RL  法，a = 1.0, b = 0.2) 

  

圖 7 最小奇異值對 k之關係 

(使用 S.V.D. 法，a = 1.0, b = 0.2) 

 

圖 8 前四個模態圖 (含解析解、邊界元素法與有限

元素法) 

四、結  論 

本文解析導得實部對偶邊界元素法求解同心圓環之

Helmholtz問題的真假特徵值。除了在離散系統，利用循環

對稱矩陣的特性，解析探討真假特徵值的發生機制；並與

邊界元素的數值分析求得一致的結果。本文同時藉由對偶

架構的奇異與超奇異積分方程式，相同是真根，相異為假

根的特性，配合奇異值分解技巧萃取真根。本文雖僅舉

Dirichlet 問題為例，然本法之通用性，可推廣到 Neumann

問題。不同的是，需將原先的 U、L 核函數，改成 T、M      

核函數，即可類推。 
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