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利用Mathematica軟體模擬桿之自由振動行為 

 

指導教授：陳正宗終身特聘教授 

張毓玲  高聖凱  李家瑋 

國立台灣海洋大學  河海工程系 
關鍵詞：自由振動，離散系統，連續系統，Mathematica。 

 

摘要 
本論文以針對一維桿自由振動問題，以離散與連續系統進行模擬。並藉由實例，闡述兩者間之關係，再利用

Mathematica軟體的動畫功能，將各方法所推算出的理論結果以動畫，呈現建構出理論模型。

 
前言 

在 一 次 的 工 程 數 學 作 業 使 用 到

Mathematica軟體，在使用過程中發現此軟體

內含強大符號計算與繪圖功能，甚至還可以製

作動畫。一般的數學繪圖軟體所能呈現的是一

般靜態的圖畫，往往產生學習障礙。所以本文

擬以Mathematica 為工具，以動畫的方式呈現

離散與連續系統的自由振動的解。藉由動畫的

展現，將自由振動的離散與連續系統兩者間的

關係性呈現出來。若能將自由振動的物理現象

用動畫呈現，無論在老師的教學或學生的學

習，都將更有效率。 

 
1.研究內容與方法 
1.1 多自由度系統之自由振動分析 

自由振動控制方程式為 

[ ]{ } [ ]{ } { }M Kx + x = 0  (1)

其中[M]為質量向量；[K]為勁度矩陣。桿子

離散系統之軸向位移可假設為 
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其中，ω 為自然頻率 

將式(2)代入式(1)中可得 
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整理可化簡為 
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則由式(4)可知 

det [K] [M]2- =0ω  (6)
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因此，可得到ω 及其所對應之特徵向量
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1.2 桿之連續系統之軸向振動 

 
圖 1(a) 桿之軸向振動系統圖 

 
圖1(b) 柱之軸向振動系統圖 

由牛頓第二定律可得 

2

2

( ) ( , )
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p dp f x t dx p

uA x dx
t

ρ

+ + −

∂
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其中，u 為軸向位移； ρ 為桿之密度； )f ( x,t

為外力。 

應變為 
u dx(dx+u+du-u)-dx du ux=

dx dx dx x
ε

∂
∂∂= = =
∂

 (8)

軸向力 ( )p x 為 

( ) ( ) ( ) ( )up x A x EA x EA x
x

σ ε ∂
= = =

∂
 (9)

其中為 E 楊氏係數； A 為桿斷面積。 

將式(8)和式(9)代入式(7)中，並化簡得 

2

2[ ( ) ] ( , ) ( )u uEA x f x t A x
x x t

ρ∂ ∂ ∂
+ =
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 (10)

若柱為均勻截面，則式(10)又可化簡為 

2 2

2 2( , )u uEA f x t A
x t

ρ∂ ∂
+ =

∂ ∂
, (11)

令 ( , ) 0f x t = ，則可得桿之軸向自由振動方程

式 
2 2

2
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u u EAc c

x t
∂ ∂
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ρ∂ ∂

 (12)

初始條件可表示為 
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2. 實例說明 

在此，用兩個例子作為說明，所使用之邊

界條件為兩端自由以及一端自由與一端固

定。而在此兩種例子中，我們先從離散系統來

進行探討後，再來看連續系統。在離散系統

中，取三個自由度進行觀察，而連續系統則可

視為無限多個質點進行運動的情形。 

2.1 兩端自由 
2.1.1 探討離散型的多自由度運動系統 

    離散型以 3 個自由度系統作為說明，如

圖 2 所示。在無外力作用下，探討系統之自

然頻率與其模態。 
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 (14)

先將各質點所受的力做分解，畫出自由體圖，

如圖3所示。 
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圖2 三自由度且兩端自由之運動系統 

1k

a b c 

2m 3m  1m

2k  



 3 

 
藉由力平衡可知 

質點 a： 

( )1 1 2 1 0m x k x x    −   −  = 1  (15)

質點 b： 
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質點 c： 

( )2 3 2 0m x k x x3 3     +   −  =  (17)

在此使用到運動方程式 

[ ]{ } [ ]{ } { }M Kx + x = 0  (18)

我們將(15)-(17)式聯立可得 
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陣 
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與勁度矩陣 
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利用數學解特徵值的方法 

2det [K] [M] 0− =ω  (22)

來求解振動頻率 ω ，三組振動頻率 ω分別為

0、1與 3 ，而與這三組振頻率所對應的振

動模態依序為 
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以下將運用 Mathematica 軟體(詳情請見附錄)

模擬以下之運動模態: 
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1
10 1
3 1

uω
⎧ ⎫
⎪ ⎪= = ⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

,  

藉由 Mathematica 模擬其振動模態，如圖 4 所

示。

 
圖 4  3 個自由度之運動模態( 1 0ω = ) 

(2) 當 2 2

1
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,  

藉由 Mathematica 模擬其振動模態，如圖 5 所

示。 

 

圖 5  3 個自由度之運動模態( 2 1ω = ) 

圖3 自由體圖 
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(3) 當 3 3
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藉由 Mathematica 模擬其振動模態，如圖 6 所

示。 

 

 

圖 6  3 個自由度之運動模態( 3 3ω = ) 

2.1.2 探討連續系統桿之探討 

 

 
圖 7 均質桿受到橫向載重 

由力平衡得 
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其中 ( , ) 0N x t = 可以改寫為 
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將式(25)代入式(24)，得 
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2 2

, ,u x t E x u x t
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則連續系統之控制方程式為 
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其中 

( )2 E x
c

Α
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利用變數分離，令 

( ) ( ) ( )u x,t x tΧ Τ= ⋅  (29)

將式(29)代入式(27)中可得 

化簡後可得 
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其中 

( ) ( )x x=Χ λΧ  (31)

代入邊界條件 

( ) ( )0 0L= =Χ Χ  (32)

當 <0 λ 時，可假設 
2= -kλ  (33)

將式(33)代入式(31)中，得 

( ) ( )2x =-k X xΧ  (34)

可令其解為 

( ) cos( sin(x =a kx)+b kx)Χ  (35)

當其滿足式(34)之邊界條件時，可得 

( ) sin nx = k xΧ  (36)

其中，
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n
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將式(36)代入式(30)，可得 
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∞
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藉由 Mathematica 模擬其振動模態，取十一個

點作觀察，如圖 8 所示。 

 
圖 8 為桿之運動模態( 1 0ω = ) 
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藉由 Mathematica 模擬其振動模態，如圖 9。 

 
圖 9 為桿之運動模態( 2 3 14159.ω = ) 

(3) 當 3 3
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藉由 Mathematica 模擬其振動模態，如圖 10。 

 

圖 10 為桿之運動模態( 3 6.2832ω = ) 

 
2.2 一端固定與一端自由桿 
2.2.1 離散型的三自由度運動系統 

此系統如圖 2 所示，為三自由度運動系

統，且無外力作用，探討系統中之特徵值及

特徵向量 

 

作法同上個範例，先對各個質點受力情形做

分解，如圖 11 所示。 
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圖12 自由體圖 

藉由力平衡可知 

質點 a： 

( )1 2 1 1mx -k x -x +kx =0  (42)

質點 b： 

( ) ( )2 3 2 2 1mx -k x -x +k x -x =0  (43)

質點 c： 

( )3 3 2mx +k x -x =0  (44)

在此使用到運動方程式 

[ ]{ } [ ]{ } { }M Kx + x = 0  (45)

為了列出質量與勁度矩陣，所以將各質點所受

的力整理並得到以運動方程式的形式表現 

a b c 
1k

圖11 左端固定右端自由 
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當質量與彈簧勁度皆為1單位時，可得質量矩

陣 
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與勁度矩陣 
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經過計算後得知此三組振動頻率ω 分別為

0.445 、1.247 與1.803，而三組振動模態為 
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藉由 Mathematica 模擬其振動模態，如圖 13。 

 
圖 13 為 3 個自由度之運動模態( 1 0.445=ω ) 

(2) 當 2 2

1
1.247, = 0.445
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uω
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藉由 Mathematica 模擬其振動模態，如圖 14。 

 
圖 14  為 3 個自由度之運動模態( 2 1.247=ω ) 

(3) 當 3 3

1
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藉由 Mathematica 模擬其振動模態，如圖 15。 

 

圖 15  為 3 個自由度之運動模態( 3 1.803=ω ) 

2.2.2 連續系統(桿)  

 

 
圖16  承受橫向載重的桿(左端固定，右端自由) 
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由力平衡得(作法同上個範例) 

( )
( )

( )
( )

( )

2

2

0

u x,t
N x,t dx

t
N x,t

N x,t dx q x,t dx
x

ρ
∂
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∂
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代入邊界條件 

( ) ( )0 0LΧ Χ= =  (51)

當 <0λ 時，可假設 
2= -kλ  (52)

得 

( ) ( )2x = -k X xΧ  (53)

可令其解為 

( )x =a cos( kx)+b sin( kx)Χ  (54)

當其滿足(51)式之邊界條件時，可得 

( ) nx = sin k xΧ  (55)

其中，
( )

n
2n-1

k =  , n=1,2,3,.....
2L

π
 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
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n n n n
n

t =-k C t

t = p cos k Ct +q sin k Ct

Τ Τ

Τ
∞

=
∑
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( ) [ ]n n n n n
n=1

u x,t = p cos k t+q sin k t sink x
∞

⋅∑  (57)

得到 
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2

2 1
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n EA
L

π
ω

ρ
−

= ⋅  (58)

因此 nω  
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3
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=

=
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(1) 當 1 1, = 0.6124
2

0.7071
vπω

⎧ ⎫
⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

0.3536

 

藉由 Mathematica 模擬其振動模態，如圖 17

所示。 

 
圖 17 為桿之運動模態( 1 1.5707=ω ) 

(2) 當 2 2

1
3 , = 0
2

-1
vπω

⎧ ⎫
⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

 

藉由 Mathematica 模擬其振動模態，如圖 18

所示。 

 
圖 18  為桿之運動模態( 2 4.7123=ω ) 

(3) 當 3

0 3536
5 0 6124
2

0 7071
3

.
, v = - .

.

πω
⎧ ⎫
⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

 

藉由 Mathematica 模擬其振動模態，如圖 19

所示。 

 
圖19 為桿之運動模態( 3 7.8539=ω ) 

 
3. 結論和建議 

本文探討一維桿作自由振動時，可分別從

離散系統和連續系統做分析。將數學及力學的

結合在一起，並且將以前所學的力學觀念以數

學形式來呈現。而離散部分先從力平衡的觀念

建立勁度矩陣及質量矩陣，求得特徵值及特徵
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向量，進而探討物體的運動模態；而連續系統

的部份則是從控制方程式求得特徵值及特徵

向量。最後，本文以Mathematica動畫呈現其

運動行為，使讀者能可以有更深刻的體會，並

且對於力學的觀念也更加清楚。本文不僅可以

提供Mathematica動畫之初學者作為參考，亦

可當作教學上的輔助教材，使學生對於力學與

數學感覺更加深刻，產生興趣，也提升老師在

上課時之效能。 

 
4. 誌謝 

能順利完成一篇論文真是不簡單，尤其當

完成的那瞬間，雀躍與激動的心情更是無法用

言語來形容，那份成就感全都歸功於陳正宗終

身特聘教授細心般的規劃與指導。於這次的機

緣下也讓我對桿之自由振動這塊領域有更深

一步的了解，對於正在學結構的我則有更深的

感受與體會，讓我從一個不求甚解的人慢慢地

使我腦袋中的齒輪再次的轉動起來，都忘記思

考原來是一種樂趣，啟發我對事物的新鮮感，

以及盡信書不如無書的道理。當我遇到不懂問

題時，很感謝有高聖凱學長和李家瑋學長的引

領使我有更清楚的觀念和思維，也很感謝詹雅

馨同學和楊雅鈞同學的協助下，將動畫呈現的

更淋漓盡致，同時也很感謝MSVLab. 各位學

長的不吝教導，將他們所學的觀念傳授給我，

讓我今天能夠順利的完成這篇論文，千言萬語

道不盡我內心中的萬分的感謝及感恩，只能說

在研究的路途中，遇到你們是我莫大的福氣。 
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附錄 
Mathematica 基本繪圖指令 
Plot[f,{t,min,max}]： 

繪出函數f (t) 在t = min ~ max 之圖形。 

PlotStyle →{Style1,Style2,…}： 

函數圖形的格式設定，如：顏色、出圖範圍、

圖形的寬度等。 

RGBColor[R,G,B]： 

設定顏色，以紅、綠、藍三色間的比例表示。 

Thickness[數值]： 

設定圖形軌跡的寬度。 

PlotRange →{{min,max},{min,max}}： 

設定出圖範圍，前為x 軸，後者為y 軸。 

Table[指令，{t,min,max,間隔}]： 

迴圈指令，若迴圈內的指令為 Plot 便會呈現

動畫的形式。 


