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邊界元素法解內域特徵值之發展：
• 複數邊界元素法，基本解為複數型。矩陣維度(60*120)

• De Mey採用實數部或虛數部邊界元素法，（1976）。矩陣維度
(60*60)，有假根但未發現。

• Hutchinson  發現假根，以模態特性來判斷真假根（1978）。
矩陣維度(60*60)

• Kamiya以多倒易法避免複數計算（1996）。矩陣維度(60*60)

• 葉為忠等以對偶多倒易法配合SVD技巧，過濾假根（1999）。
矩陣維度(120*60)

• 陳正宗等以對偶實數部邊界元素法配合SVD技巧，過濾假根（1999）
矩陣維度(120*60)。

• 本文以實數部邊界元素CHEEF法配合SVD技巧，過濾假根（2000）。
矩陣維度(62*60)
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假根產生的原因：

採用實數部或虛數部邊界元素法，缺少虛部或實數的束制，
因此秩數不足產生假根。

解析方法：

1.採用可分離核函數(degenerate kernel function) 。
2.圓形循環矩陣特性(circulants) 。
3.奇異值分解法(SVD) 。
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邊界積分方程為

R.P.V.：黎曼主值(Riemann Principal Value)，
C.P.V. ：柯西主值(Cauchy Principal Value)，
其中 u 為速度勢位，B 為問題的邊界，U(x,s)為基本解

， 。
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若為二維時，核函數分別為

其中， 表示第二類 n 階Bessel函數，r為場點與
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CHEEF法之理論：

將邊界及域外之積分方程離散可得

其中

上標B表邊界，e 表域外的領域。
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考慮Dirichlet問題，即

可得

改寫為

其中下標2N為邊界上的元素數，a表增加的域外點數目

合併邊界及域外積分方程：

可簡寫為：
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CHEEF法結合SVD的技巧：

[C]做SVD分解

[U]為左酉矩陣， 為右酉矩陣，

為一有n個非零奇異值的對角矩陣

其中
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解析CHEEF法的失敗點：

此處 ， ， ， r，R 與 的相對
關係如圖所示
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[U]利用可分離核函數展開為

沿半徑R的虛擬邊界上分佈2N個常數源對半徑 的真

實邊界做排序可得：
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其中

其中 ，

[A]為圓形循環矩陣，可表為
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NC2 的特徵值為 的根，即

的特徵向量為：
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增加束制方程式

1.採取一個域外點：

其中

合併得 ，

增加點提供如下的判別式
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表示唯有選擇的點恰好使 ，否則便可過濾掉所
有假根的單根。

A.單根的失敗點：

在輻射模態的節點上，當 時無法過濾掉

的假根，其中下標 m及p分別表示第m及第p個 等於零。

B.重根或雙根因為秩數降2，因此只有一個增加的束制方

程式無法去除重根的假根。
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2.採取二個域外點：

兩域內點提供下列判別式
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其中 表示兩內域點之夾角。

由判別式指出：

1.如果兩點之交角 使得為 ，去除重根 ，將會

失敗。

2.如果兩點使得 或 ,n=1,2,3,..則去

除重根將會失敗。

3.如果所選取點的位置加以適當選擇，則所需點的數目毋

須多於兩點便可去除假根。
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結論

• 以分離核函數及循環矩陣特性解析探討內域問題真假
特徵值產生的機制。

• 使用CHEEF方法結合SVD技巧，解決二維圓柱之內域問
題採用實部BEM法產生假特徵值的問題。

• 如果適當的選擇，則只要兩點即可過濾假特徵值。


