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Is it suitable for engineering applications, such 
as arbitrary geometry?y g y
Is it efficient? (CPU)
Is it accurate?Is it accurate?
Is the theory easy to understand?
I i ?Is it easy to program?
Is it general enough to solve linear or nonlinear, 
homogeneous or inhomogeneous, constant  or 
variable coefficients, and all kinds of governing 

i ?equations?



Are commercial software widely available?
Is there inertia?Is there inertia?  



Radial basis function collocation 
Method of fundamental solutionsMethod of fundamental solutions
Trefftz method



Accuracy
SimplicitySimplicity
Meshless
Solve ill‐posed BVP without iteration
S l di i l bl (RBF)Solve n‐dimensional problem (RBF)
Boundary method (MFS, Trefftz)y ( )





Governing equation
( ) ( )u f= ∈ΩL x x

Boundary condition
( ) ( ),u f= ∈ΩL x x

( ) ( ),u g= ∈Γx xB



Assume approximate solution is given by
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are constants to be determined.



( )φ x( )φ x

Monomial (X)
Chebyshev polynomial (X)Chebyshev polynomial (X)
Fourier series (X)
Wavelet (X)
F d t l l ti (MFS)Fundamental solutions (MFS)
Non‐singular general solution (Trefftz)g g ( )
Radial basis function (RBF)

* “X” i l d i* “X” requires regular domain



Inverse multiquadric
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Select ni points,                                    , on which 
the governing equation is satisfied.
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the governing equation is satisfied.
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each is a linear equation in  iα



Select nb points,                                             , on 
which the boundary conditions are satisfied

1 2{ , , , }
i in n nx x x+ + ∈ΓL

which the boundary conditions are satisfied.
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Linear solution system

[ ]{ } { }A b[ ]{ } { }=A α b

Once {α} is solved, the solution is a 
continuous functioncontinuous function

2 2

1( ) iu x α=∑
The function is infinitely smooth
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The function is infinitely smooth





Governing equation
2 ( )f∇ Ω

Boundary conditions

2 ( ),u f∇ = ∈Ωx x

1( ), Du g
u
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Interior condition
( ) 1j Ω( ) , 1, , ,j j ju u j m= = ∈ΩKx x



Well‐posed problem
Γ Γ ∅D NΓ ∪Γ = Γ D NΓ ∩Γ =∅

Γ ≠ ∅ 0m =

Ill d bl

DΓ ≠ ∅ 0m =

Ill‐posed problem
D NΓ ∪Γ ≠ Γ D NΓ ∩Γ ≠ ∅
D N

0m ≠





Its accuracy is impossible to match by FEM 
or FDMor FDM.
In an example solving Poisson equation, an 

16accuracy of the order 10‐16 is reached using 
a 20x20 grid. g



Assume that in an initial mesh, FEM/FDM can solve to an 
accuracy of 1%.
Using a quadratic element or central difference, the error 
estimate is h2
T h f 10 16 h d t b fi d 107 f ldTo reach an accuracy of 10‐16, h needs to be refined 107 fold
In a 3D problem, this means 1021 fold more degrees of 
freedomfreedom
The full matrix is of the size 1042
The effort of solution could be 1063 fold
If the original CPU is 0.01 sec, this requires 1054 years
The age of universe is 2 x 1010 yearsg y





Zienkiewicz in his FEM book has discussed 
collocation method as a special case ofcollocation method as a special case of 
method of weighted residuals. In an 
e ample he fo nd Galerkin method to beexample, he found Galerkin method to be 
the most accurate. 



Governing equation

Essential and natural boundary conditions



Approximation

Satisfying governing equation

Satisfying boundary conditions



Weight: 
W NWi = Ni

Satisfying governing equation



Weight

Collocate for governing equation

Collocate for boundary conditiony





Approximate solution

Solved by collocation, subdomain, and 
Galerkin methodGalerkin method
Integration performed exactly





We observe that Galerkin method is the 
most accurate and collocation the leastmost accurate, and collocation the least.
Integration distributes the error and point 
collocation concentrates the error.
So integration using distributed weight isSo integration using distributed weight is 
better.
S h d l i i t ll ti i thSo why do we claim point collocation is the 
best?



Because in a practical problem, Galerkin method 
cannot be applied as such (using global basis 
f i d i i ) ifunction and exact integration), certain 
approximation needs to be done. 
F l t th di i l i lFor a general two‐ or three‐dimensional, irregular 
geometry, analytical integration cannot be 
performed The domain has to be divided intoperformed. The domain has to be divided into 
integration cells (or differentiation grids).  
Local piecewise continuous interpolation instead ofLocal, piecewise continuous interpolation, instead of 
global interpolation is used.   
Both approximations are operations. The( )kO hBoth approximations are               operations. The 
original accuracy is lost! 

( )O h



Geometric approximation error O(hk), 
k=1,2,… (approximating boundary by , , ( pp g y y
straight line segments, flat planes, quadratic 
curves, …)cu es, )
Approximation (truncation) error O(hn)
Q d t (FEM i t t tlQuadrature error (FEM can integrate exactly 
due to low degree polynomial, other 

i ht d id l th d h BEMweighted residual methods, such as BEM, 
MFS, Trefftz, cannot, depending on the 

i hi f i )weighing function)  



Do not subdivide the domain into elements, 
to avoid approximating the domainto avoid approximating the domain 
geometry.
Do not integrate (or integrate analytically), 
to avoid quadrature error. q
Use continuous, global basis functions, not 
piece wise continuous local functionspiece‐wise continuous, local functions





No geometric approximation error.
No quadrature errorNo quadrature error.
Global basis function with exponential error 
convergence, 

( )1/ ; 0 1
khOε λ λ< <

Convergence is the best if we make the 
interpolants as flat as possibleinterpolants as flat as possible.
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Approximation by inverse multiquadric

Watch out for the “c”



People observe that as c increases, error 
decreasesdecreases
It is generally believed that as c→∞, ε →0 
If this is true, we have a dream method: 
higher and higher precision without payinghigher and higher precision without paying 
a price
H t i ill diti t i thHowever, matrix ill‐condition gets in the 
way; the dream cannot be fulfilled.



What if we can compute with infinite 
precision?precision?
Then, is it true that as c→∞, ε →0?
(Or, is it true that for MFS, as R→∞, ε →0?)
We can find out about these by using theWe can find out about these by using the 
infinite (arbitrary) precision computation 
ca abilit of Mathe atica a d highcapability of Mathematica and high 
precision capability of Fortran



Use 6x6 mesh (h = 0.2, 4x4 interior collocation)
collocation nodes (x-governing eqn, o-bc)
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0 < λ < 1, a > 0



If the error estimate

is true, then there exists an optimal cwhere 
error is minimumerror is minimum



If we can always use optimal cwith a given 
mesh what is the new error estimate?mesh, what is the new error estimate?



h = 1/5, ε ~ 10‐2

h 1/10 ε 10‐6h = 1/10, ε ~ 10 6

h = 1/20, ε ~ 10‐15





Madych (1992): For the interpolation of a 
class of “essentially analytic functions”class of  essentially analytic functions , 
which are “band limited”, using a class of 
interpolants that incl de the m ltiq adricinterpolants that include the multiquadric, 
Gaussian, …, he proved

( )/ ; 0 1, 0ac c hO e aε λ λ= < < >

This means, as   , 0c ε→∞ →



Is this possible?
What is such function?What is such function?
If we are given one such function, and we 
use infinite precision computation, can be 
demonstrate that ?, 0c ε→∞ →demonstrate that                               ?
Or, do we anticipate that 

,

( )h
, 0c ε→∞ ≠

and there exists                           where                   
?

( )opt optc c h=

iε ε= ?minε ε



Madych also stated that for a “non‐band‐
li it d” f tilimited” function, 

( )2 / ; 0 1 0ac c hOε λ λ< < >

h h

( )/ ; 0 1, 0ac c hO e aε λ λ= < < >
lnλ

In this case, there exist a 
where

2optc
ah

= −

iε ε=where 
If we can use the         then 

minε ε
optc 21/( )hOε λ



Is this true for all smooth functions?
Can we test this by high precisionCan we test this by high precision 
computation?





Radial basis function collocation
MFSMFS
Trefftz



Error estimate
Stability (condition number)Stability (condition number)
High precision computation



Bogomolny
SchabackSchaback
Jeng‐Tzong Chen
Zi‐Cai Li, et al.



Harmonic polynomials in Cartesian form
Harmonic polynomials in polar formHarmonic polynomials in polar form
Real part of any analytic function with 
translation



Particular solution




