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摘要 

解一元三次方程式發展至今已四百多年之久，但迄今所探討的一

元三次方程式仍為實係數，對於複係數仍欠缺一套完整的解法。故本

專題是以複數的手法將一元三次方程式求解的問題，透過平移與複數

伸縮的技巧，再利用正餘弦之三倍角公式，轉變成三角函數問題

3

Rcos(3 )
S

θ = − ，最後對其反函數來逆推其解。在判別式上，本專題利

用複變的操作，探討出其三根實虛與係數的關係，進而推導出其對應

的判別式，以供實根與虛根之判定，是有別於文獻的推導[7]。除此

之外，因為正餘弦與雙曲正餘弦含有複數轉換關係，故亦可利用雙曲

正餘弦之三倍角公式，以類似的方法求其解。並在文中提出三個算

例，來檢驗本計劃判別式的可行性與正確性。除此之外，本計劃也可

解出一元三次複數係數方程式的根，故再舉一個算例來驗證。最後，

將以上四範例利用 Mathematica 符號運算軟體計算求其根與並畫出

平移及複變伸縮之過程，便於判斷其根的正確性與圖形的變化。 

關鍵字: 一元三次方程式、三倍角正餘弦公式、複變函數 

 

  



以複變函數求解一元三次方程式的根      

Solving roots of cubic equation using complex variable 

 2 

一、前言 

隨著知識的成長，面對同樣的問題，通常有不同的想法與處理方

式。國中時代，學了許多解一元二次方程式的方法，其中最常見的方

法為公式解，但對於判別式中根號內小於 0 其根為無實數解的問題，

便產生迷惑。故在高中時期，引入了複數的觀念，也使得一元二次方

程式中的虛根得到解答；然而大學時期又遇到 ( ) 1cos θ > 這種無法用

實數理解的問題，進而透過複變函數來解決此類問題。 

在一元三次方程式求解，已經算是一個數學發展史中的老問題。

自卡登（1501～1576）公式以來已有四百年的歷史，在數學傳播期刊

的文獻中，亦有幾篇精彩的論述。楊對於為何必須消去 2x 項以及為何

需假設 = +x y z均有補充說明[8]。而李亦以三次多項式的函數圖形

探討根的性質，並對判別式作出說明[9]。前年曾等更從解一元三次

方程式談到如何利用尺規構畫正七邊形[10]。綜而觀之，一個看似相

當基本的一元三次方程式求根問題，竟如此有趣且具有內涵。 

同樣的問題，不一定只能侷限於某種方法，以一個扭轉(Torsion)

的問題為例，因為橫斷面形狀不同的關係，透過複變函數的手法，便

可將其 Neumann 型邊界條件改成 Dirichlet 型[11]。可知一個在實數

領域不易求解的問題，在複數領域內通常可找到一個簡捷的方法處

理。故在學過複變函數後，對於是否可以以此方法來求解一元三次方
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程式的根，引起了極大的興趣。故所以本計畫將以複變函數解決這個

老問題，並推廣到求解複數係數的一元三次方程式。除此之外，在判

別式的地方，也希望利用複變函數的方式來推導判別式，並與[9]比

較。 

 

二、理論推導 

若給定一個一元三次方程式： 

 3 2 0Ax Bx Cx D+ + + =  (1） 

             

將（1）同除 A可化簡成： 

 3 2 0x ax bx c+ + + =  (2） 

其中，a、b與c均為實數。 

在以平移的概念將 X
3
ax + = 代入（2），則可得： 

 3X +QX+R=0 (3） 

此式型態與三角函數中的三倍角公式相似：  

 3 3 1cos ( ) cos( ) cos(3 )
4 4

θ θ θ− =  (4） 

 3 3 1sin ( ) sin( ) sin(3 )
4 4

θ θ θ− = −  (5） 

故需將（3）式中的 3X +QX假設成此型式，便可利用複變函數的觀

念將此一元三次方程式代入正弦或餘弦的三倍角公式。然而Q未必
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等於
3
4

− ，為了實現此想法則需再利用複數伸縮的觀念將X=SY代入

（3）式，而得： 

 3 3S Y +QSY+R=0 (6） 

即： 

 3
2 3

Q RY + Y
S S

= −  (7） 

其中 2 4S Q
3

= − 。 

若Q<0，則S將變成實數。 

若Q>0，則S將變成複數，透過此複數伸縮的操作，可將一元三次方

程式轉變成複數問題，便可求解： 

 3

4Rcos(3 )
S

θ = −  (8） 

 3

4Rsin (3 )=
S

θ  (9） 

其反函數分別為： 

 1 2cos ( ) + ln(i 1 )
2

z i z zπ− = + −  (10） 

 1 2sin ( ) ln(i 1 )z i z z− = − + −  (11） 

故利用（10）與（11）式可推得θ 的三個解，再利用Y=cos( )θ 與

Y=sin( )θ ；X=SY以及 X
3
ax = − 的關係逐一逆推，即可得此一元三

次方程式的三根。 

以上是將一元三次方程式透過伸縮平移與正餘弦三倍角公式來

求解，若以複數函數之考量，亦可改用雙曲三角函數來求解。 
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首先利用雙曲正餘弦函數中的三倍角公式 

 3 3 1cosh ( ) cosh( ) cosh(3 )
4 4

θ θ θ− =  (12） 

 3 3 1sinh ( )+ sinh( ) sinh(3 )
4 4

θ θ θ=  (13） 

（12）（13）相似於（7）式中的 3
2 3

Q RY + Y
S S

= − ，其中 2 4S Q
3

= − 或 

    2 4S Q
3

=  

便將一元三次方程式轉變成雙曲函數問題 

 3

4Rcosh(3 )
S

θ = −  (14） 

 3

4Rsinh(3 )
S

θ = −  (15） 

其反函數為 

 1 2cosh ( ) ln( 1 )
2
π− = − + + −z i iz z  (16） 

 1 2sinh ( ) ln( 1 )z z z− = + +  (17） 

故利用（16）與（17）式可推得θ的三個解，再利用Y=cosh( )θ 與

Y=sinh( )θ ；X=SY以及 X
3
ax = − 的關係逐一逆推，即可得此一元三

次方程式的三根。 
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3 2 0x ax bx c+ + + =  
 

1 2
3 3 3

1 2
3 3 3

1 2
3 3 3

1 2
3 3 3

4 1 4 4cos ( ) + ln[i( ) 1 ( ) ]
2

4 4 4sin ( ) ln[i( ) 1 ( ) ]

4 1 4 4cosh ( ) ln[ ( ) 1 ( ) ]
2

4 4 4sinh ( ) ln[( ) 1 ( ) ]

π

π

−

−

−

−

⎧
− = − + − −⎪

⎪
⎨
⎪ = − + −⎪⎩
⎧

− = − + − + − −⎪
⎪
⎨
⎪ − = − + + −⎪⎩

R R Ri
S S S

R R Ri
S S S

R R Ri i
S S S
R R R

S S S

 

解一元三次方程式流程圖

3 0X QX R+ + =  
  + X

3
=

ax  

3
2 3+ = −

Q RY Y
S S

 

=X SY  

伸縮 

cos( )
sin( )

cosh( )
sinh( )

θ
θ

θ
θ

=⎧
⎨ =⎩

=⎧
⎨ =⎩

Y
Y

Y
Y

 

令 

三倍角公式 

3

3

3

3

4 4cos(3 ) ,
3

4 4sin(3 ) ,
3

4 4(3 ) ,
3

4 4sinh(3 ) ,
3

θ

θ

θ

θ

⎧
= − = ± −⎪

⎪
⎨
⎪ = = ± −⎪⎩
⎧

= − = ± −⎪
⎪
⎨
⎪ = − = ±⎪⎩

R QS
S

R QS
S

R Qcosh S
S
R QS

S

 

平移 

反三角函數 

逆推求其三根 
當 0Q =  

 cos sinX iθ θ= +  令 
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三、一元三次實係數方程式判別式 

若給定一個三次方程式必定可透過平移將 ( )f x 轉成 3 + +X QX R，我

們以cos( )θ 為例進行推導，從由流程圖可知： 

 cos( )θ=X S  (18） 

可知： 

 

3

4cos(3 ) R
S

θ = − ，其中
4
3

= ± −
QS  

2
3 3

1 4 43 +ln[i( ) 1 ( ) ]
2

θ π= − + − −
R R i

S S
 

(19） 

(20） 

             

由於S 的關係，將其分成兩部份來討論 0Q < 及 0Q >  

(1)當 0Q < 時，S 與cos(3 )θ 均為實數。 

假設 13

4
− =

R c
S

並代入(19）與(20）式，其中 1c 屬於實數，可知： 

 
1

2
1 1

cos(3 )
13 +ln[i 1 ]
2

θ

θ π

=

= + −

c

c c i
 

(21） 

(22） 

為了判別3θ 為實數或複數，故將 1c 分成三部份來討論， 2

1
1c > 、

2

1
1c = 以及 2

1
1c < ，可知： 

 

2

2 2
2

1 3 3
3

4 4 27
44( )

3

= − = − = −
± −

R R Rc
S QQ

 (23） 
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(Ⅰ)當 2

1
1c > ，可將3θ 展開為： 

 

2
1 1

2
1 1

22 2
1 1

2
1 1

13 +ln[ 1 ]
2
1 +ln[ ( 1)]
2
1 +[ln( 1) ln( )]
2
2 ln( 1)

π π

θ π

π

π

π

±

= + −

= + −

= + − +

= + + −∓

n

ic c i

i c c i

c c e i

n c c i

 

 

 

 

(24） 

式(24)中取正的來看，可得： 

 2
1 1

2 1+ ln[ 1]
3 3

θ π= + −n c c i  (25） 

便可利用 cos( )θ=X S ，逆推求根： 

 
2 2

2 2[cos( )cosh sin( )sinh ]
3 3

π π= +X S n c n c i  

其中 2
2 1 1

1 ln[i 1]
3

= + −c c c  

(26） 

 

當 0n = 時， X 必為實根。 

當 1,2n = 時， X 必為共軛複數根。 

可知當 2

1
1c > 時， X 必為一實根與兩共軛複數根。 

(Ⅱ)當 2

1
1c = ，可將3θ 展開為： 

 ( 2 )
2

13 + ln[ ]
2
1 + ln[ ]
2
2

π π

θ π

π

π

+

=

=

= ∓

i n

i i

i e

n

 

 

 

(27） 

式(27)中取正的來看，可得： 
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2
3

θ π= n  (28） 

便可利用 cos( )θ=X S ，逆推求根： 

 
2cos( )
3

π=X S n  (29） 

當 1,2n = 時， X 必為二重實根。 

可知當 2

1
1c = 時， X 必為二重實根與一相異實根。 

(Ⅲ)當 2

1
0 1c≤ < ，可將3θ 展開為： 

 

2
1 1

13 +ln[ 1 ]
2
1 +ln[ sin( ) cos( )]
2

3
2

θ π

π α α

π α

= + −

= +

= −∓

ic c i

i i

n

 

其中 1 1

2
1

tan ( )
1

c

c
α− =

−
 

 

 

(30） 

 

式(30) 中取正的來看，可得： 

 
2
πθ α= −

n
 (31） 

便可利用 cos( )θ=X S ，逆推求根： 

 cos( )
2
π α= −

nX S  (32） 

可知當 2

1
0 1c≤ < 時， X 必為三相異實根。 

(2)當 0Q > 時，S 與cos(3 )θ 均為純虛數。 

假設 33

4
− =

R c i
S

其中 3c 屬於實數，可得： 
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3

2
3 3

cos(3 )
13 +ln[ 1 ]
2

θ

θ π

=

= − + +

c i

c c i
 

(33） 

(34） 

可將3θ 展開為： 

 2
3 3

5 1+ ln[ 1 ]
6 3

θ π= − + +n c c i  (35） 

便可利用 cos( )θ=X S ，逆推求根： 

 

4

4 4

5cos( + )
6
5 5[cos( )cosh sin( )sinh ]
6 6

π

π π

=

= +

X S n c i

S n c n c i
 

其中 2
4 3 3

1 ln[ 1 ]
3

= − + +c c c  

 

(36） 

 

當 0,1n = 時， X 必為共軛複數根。 

當 2n = 時， X 必為實根。 

可知當 0Q > 時， X 必為一實根與兩共軛複數根。 

表 1. 判別式比較表 

 本計劃 文獻[9] 

判別式 
2

3

27
4

= −
RD

Q
 3 24 27= − −LD Q R  

三相異實根 0Q <  0 1≤ ≤D 0>LD  

兩重實根一相異實根 0Q <  1=D  

三重實根 0=Q 且 0=R 0
0

=D  
0=LD  

0Q ≤  1>D  
一實根及兩共軛虛根 

0Q ≥  0<D  
0<LD  

將上式判別式結果整理並與判別式[9]做比較如表 1，其中可發現兩判別式的關

係為 3 1
4

= +LDD
Q

，若將左式取倒數後整理後，便與[9]相同。 
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三、範例說明 

範例一、 3 1 0x + = ： 

令 cos( ) sin( )x iθ θ= +  

則原式可轉化為： 

 cos(3 ) sin(3 ) 1iθ θ+ = −  (37）

 cos(3 ) sin(3 ) cos( ) sin( )i iθ θ π π+ = +  (38) 

可得： 

 3 (1 2 ) , 0,1,2,...n nθ π= + =  (39）

 
3
πθ = 、π 、

5
3
π  (40) 

則：   

 
1

1 3cos( ) sin( )
3 3 2 2

x i iπ π
= + = +  (40）

 2 cos( ) sin( ) 1x iπ π= + = −  (41) 

 
3

5 5 1 3cos( ) sin( )
3 3 2 2

x i iπ π
= + = −  (42) 
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範例二、 3 26 11 6 0x x x− + − =  

首先令 2
3

= − = +
ax X X 代入上式 

 3 2( 2) 6( 2) 11( 2) 6 0X X X+ − + + + − =  (43）

化簡後得： 

 3 0X X− =  (44）

令 SX Y= ，可得知：  

 3
2

1 0
S

Y Y− =  (45）

假設 2

1 3
S 4
− −

= ，則
2S
3

= ，可將上式轉化成 3 3 0
4

Y Y− =  

(Ⅰ)令 cos( )Y θ= ，則原式變為： 

 cos(3 ) 0θ =  (46）

可得知： 

 
13 ( 2 ) , 0,1,2,...
2

n nθ π= + =  (47）

 1 2 3
3 5 3 9cos( ) , cos( ) , cos( ) 0

6 2 6 2 6
π π π

= = = = − = =Y Y Y  (48) 

利用複數伸縮X=SY可得知： 

 1 2 3
3 2 3 2 21, 1, 0 0

2 23 3 3
X X X= = = − = − = =  (49）

利用平移 X
3
ax = − 可得知： 

 1 2 31 2 3, 1 2 1, 0 2 2x x x= + = = − + = = + =  (50）
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(Ⅱ)若改令 sin( )θ=Y ，則原式變為： 

 sin(3 ) 0θ =  (51）

則： 

 3 2 , 0,1,2,...θ π= =n n  (52）

同理依序可得知： 

 1 2 3
2 3 4 3sin(0) 0, sin( ) , sin( )
3 2 3 2

Y Y Yπ π
= = = = = = −  (53）

 1 2 3
2 3 2 3 20 0, 1, 1

2 23 3 3
X X X= = = = = − = −  (54）

 1 2 30 2 2, 1 2 3, 1 2 1x x x= + = = + = = − + =
 

(55）

 

(Ⅲ)若改令 cosh( )Y θ= ，則原式變為： 

 cosh(3 ) 0θ =  (56）

則： 

 
13 ( 2 ) , 0,1,2,...
2

n i nθ π= + =  (57）

同理依序可得知： 

 1 2 3
3 5 3 9cosh( ) , cosh( ) , cosh( ) 0

6 2 6 2 6
π π π

= = = = − = =Y i Y i Y i  (58）

 1 2 3
3 2 3 2 21, 1, 0 0

2 23 3 3
X X X= = = − = − = =  (59）

 1 2 31 2 3, 1 2 1, 0 2 2x x x= + = = − + = = + =
 

(60）
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(Ⅳ)若改令 sinh( )θ=Y  

即 2

1 3
S 4
−

= ,，
2S
3

i= ，可將上式轉化成 3 3 0
4

+ =Y Y  

原式變為： 

 sinh(3 ) 0θ =  (61）

則： 

 3 2 , 0,1,2,...θ π= =n i n  (62）

同理依序可得知： 

 1 2 3
2 3 4 3sinh(0) 0, sinh( ) , sinh( )
3 2 3 2

i iY Y i Y iπ π
= = = = = = −  (63）

 1 2 3
2 3 2 3 20 0, 1, 1

2 23 3 3
X X X= = = = = − = −

 
(64）

 1 2 30 2 2, 1 2 3, 1 2 1x x x= + = = + = = − + =
 

(65）

上述的例題，以四種方式均得到相同的結果。 
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範例三、 3 22 2 1 0x x x+ + + = ： 

首先令
2

3 3
= − = −

ax X X 代入上式 

 3 22 2 2( ) 6( ) 11( ) 6 0
3 3 3

X X X− − − + − − =
 

(66）

化簡後得： 

 3 2 7 0
3 27

X X+ + =
 

(67）

令 SX Y= ，可得： 

 3
2 3

2 7
3S 27S

Y Y+ = −
 

(68）

假設 2

2 3
3S 4

−
= ，則

2 2S
3

i= ± ，可將上式轉化成 3 3 7 2
4 32

Y Y i− = ±  

(Ⅰ)令 cos( )Y θ= ，則原式變為： 

 
7 2cos(3 )

8
iθ = ±

 
(69）

則： 

 ln( )7 2 64 983 i
2 8
πθ + ±

= +
∓

 
(70）

 ln , , , ,...θ π+
= + =

1 4n 1 i 2 n 0 1 2
6 2

 (71）

可知： 

 1
3 6 2cos( ln 2)

6 8 8
π

= + = −Y i i  (72）

 2
5 3 6 2cos( ln 2)
6 8 8
π

= + = − −Y i i  (73）
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 3
9cos( ln 2)
6 2 2
π

= + =
iY i  (74）

利用複數伸縮X=SY可得知： 

 1
3 6 2 2 2 1( ) (1 3 3 )

8 8 3 6
X i i i= − = +  (75）

 2
3 6 2 2 2 1( ) (1 3 3 )

8 8 3 6
X i i i= − − = −  (76）

 3
2 2 1

3 32 2
iX i= = −  (77）

利用平移 X
3
ax = − 可得知： 

 1
1 2 1 3(1 3 3 )
6 3 2 2

x i i= + − = − +  (78）

 2
1 2 1 3(1 3 3 )
6 3 2 2

x i i= − − = − −  (79）

 3
2 2 1

3 32 2
iX i= = −  (80）

(Ⅱ)若改令 sin( )θ=Y ，則原式變為： 

 
7 2sin(3 )

8
θ = ∓ i  (81）

則： 

 ln( )θ ± +
=

∓7 2 64 983 i
8

 (82）

 ln , , , ,...θ π= + =
2n i 2 n 0 1 2
6

 (83) 
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可知： 

 1 sin(0 ln 2)
2 2

= + =
iY i  (84）

 2
3 6 2sin( ln 2)

3 8 8
π

= + = −Y i i  (85）

 3
2 3 6 2sin( ln 2)
3 8 8
π

= + = − −Y i i  (86）

利用複數伸縮X=SY可得知： 

 1
2 2 1

3 32 2
iX i= = −  (87）

 2
3 6 2 2 2 1( ) (1 3 3 )

8 8 3 6
X i i i= − = +  (88）

 3
3 6 2 2 2 1( ) (1 3 3 )

8 8 3 6
X i i i= − − = −  (89）

利用平移 X
3
ax = − 可得知： 

 1
1 2 1
3 3

x = − − = −  (90）

 2
1 2 1 3(1 3 3 )
6 3 2 2

x i i= + − = − +  (91）

 3
1 2 1 3(1 3 3 )
6 3 2 2

x i i= − − = − −  (92）

(Ⅲ)若改令 cosh( )θ=Y ，則原式變為： 

 
7 2cos(3 )

8
iθ = ±  (93）
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則：   

 ln( )πθ + ±
= − +

∓7 2 64 983 i
2 8

 (94）

 ln , , , ,...θ π−
= + =

4n 1 1i 2 n 0 1 2
6 2

 (95) 

可知：  

 1
3 6 2cosh( ln 2)

6 8 8
π

= − + = −Y i i  (96）

 2
3cosh( ln 2)
6 2 2
π

= + =
iY i  (97) 

 3
7 3 6 2cosh( ln 2)
6 8 8
π

= + = − −
iY i  (98) 

利用複數伸縮X=SY可得知： 

 1
3 6 2 2 2 1( ) (1 3 3 )

8 8 3 6
X i i i= − = +  (99）

 2
2 2 1

3 32 2
iX i= = −  (100)

 3
3 6 2 2 2 1( ) (1 3 3 )

8 8 3 6
X i i i= − − = −  (101)

利用平移 X
3
ax = − 可得知： 

 1
1 2 1 3(1 3 3 )
6 3 2 2

x i i= + − = − +  (102）

 2
1 2 1
3 3

x = − − = −  (103) 
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 3
1 2 1 3(1 3 3 )
6 3 2 2

x i i= − − = − −  (104) 

 

(Ⅳ)若改令 sinh( )θ=Y  

即 2

2 3
3S 4

= ，
2 2S

3
= ± ，可將上式轉化成 3 3 7 2

4 32
+ = ±Y Y  

原式變為： 

 
7 2sinh(3 )

8
θ = ∓  (105) 

則： 

 ln( )θ ± +
=

∓7 2 64 983
8

 (106) 

 ln , , , ,...θ π= − =
2n i 2 n 0 1 2
3

 (107) 

可知： 

 1
1sinh(0 ln 2)

2 2
= − = −Y  (108) 

 2
2 2 3 6sinh( ln 2)
3 8 8
π

= − = +
iY i  (109) 

 3
4 2 3 6sinh( ln 2)
3 8 8
π

= − = −Y i  (110) 

利用複數伸縮X=SY可得知： 

 1
1 2 2 1

3 32 2
X = − = −  (111) 
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 2
2 3 6 2 2 1( ) (1 3 3 )

8 8 3 6
X i i= + = +  (112) 

 3
2 3 6 2 2 1( ) (1 3 3 )

8 8 3 6
X i i= − = −  (113) 

利用平移 X
3
ax = − 可得知： 

 1
1 2 1
3 3

x = − − = −  (114) 

 2
1 2 1 3(1 3 3 )
6 3 2 2

x i i= + − = − +  (115) 

 3
1 2 1 3(1 3 3 )
6 3 2 2

x i i= − − = − −  (116) 

上述的例題，以四種方式均得到相同的結果。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



以複變函數求解一元三次方程式的根      

Solving roots of cubic equation using complex variable 

 21 

以上三例，均為實係數方程式透過平移及複數伸縮操作求其三個根，

故另舉一複數係數方程式，以供學習與理解此方法。 

範例四、 3 2( 2 ) (2 2 ) (0 2 ) 0+ − − + + + − =x i x i x i  

首先令
( 2 )

3 3
− −

= − = −
a ix X X 代入上式 

 3 2( 2 ) ( 2 ) ( 2 )[ ] 6[ ] 11[ ] 6 0
3 3 3

− − − − − −
− − − + − − =

i i ix x x  (117) 

化簡後得： 

 3 2 14 22(1 ) ( ) 0
3 27 27

+ + + − =X i X i  (118) 

令 SX Y= ，可得： 

 3
2 3

3 2 22 14 1( ) ( )
3 27
+ −

+ =
i Y iY

S S
 (119) 

假設 2

3 2 1 3( )
3 S 4
+ −

=
i

，則
2S 3 2 (0.366834 1.21157 )
3

= ± − − = ± −i i  

可將上式轉化成 

 
3

3

3 7 11
4 4 ( 3 2 )

−
− =

− −
∓ iY Y

i
 (120) 

(Ⅰ)令 cos( )Y θ= ，則原式變為： 

 3

7 11cos(3 ) 1.81057 0.590524
( 3 2 )

θ −
= − = −

− −

i i
i

 (121) 

則： 

 . .θ = +3 0 363846 1 28004i  (122) 

 ( . . ), , , ,...πθ = + + =
2n 0 1212282 0 42668i n 0 1 2

3
 (123) 

可知： 
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 1 cos(0.121282 0.42668 ) 1.08439 0.0532024= + = −Y i i  (124) 

 2 cos(2.21568 0.42668 ) 0.656655 0.351431= + = − −Y i i  (125) 

 3 cos(4.31007 0.42668 ) 0.427737 0.404634= + = − +Y i i  (126) 

利用複數伸縮X=SY可得知： 

1

2

3

(1.08439 0.0532024 ) (0.366834 1.21157 ) 0.333333 1.333333
( 0.656655 0.351431 ) (0.366834 1.21157 ) 0.666667 0.666667
( 0.427737 0.404634 ) (0.366834 1.21157 ) 0.333333 0.666667

= − × − = −
= − − × − = − +
= − + × − = +

X i i i
X i i i
X i i i

利用平移 X
3
ax = − 可得知： 

 1
2 1(0.333333 1.333333 ) ( ) 1
3 3

x i i i= − − − − ≅ −  (127) 

 2
2 1( 0.666667 0.666667 ) ( ) 0
3 3

x i i i= − + − − − ≅ +  (128) 

 3
2 1(0.333333 0.666667 ) ( ) 1
3 3

x i i i= + − − − ≅ +  (129) 

(Ⅱ)若改令 sin( )θ=Y ，則原式變為： 

 3

7 11sin(3 ) 1.81057 0.590524
( 3 2 )

θ −
= = − +

− −

i i
i

 (130) 

則： 

 . .θ = − +3 1 20695 1 28004i  (131) 

 ( . . ), , , ,...πθ = + − + =
2n 0 402317 0 42668i n 0 1 2

3
 (132) 

可知：            

   1 sin( 0.402317 0.42668 ) 0.427737 0.404634= − + = − −Y i i  (133) 

 2 sin(1.69208 0.42668 ) 1.08439 0.0532024= + = −Y i i  (134) 
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 3 sin(3.78647 0.42668 ) 0.656655 0.351431= + = − −Y i i (135) 

利用複數伸縮X=SY可得知： 

1

2

3

( 0.427737 0.404634 ) (0.366834 1.21157 ) 0.333333 0.666667
(1.08439 0.0532024 ) (0.366834 1.21157 ) 0.333333 1.33333
( 0.656655 0.351431 ) (0.366834 1.21157 ) 0.333333 0.666667

= − − × − = +
= − × − = −
= − − × − = +

X i i i
X i i i
X i i i

利用平移 X
3
ax = − 可得知： 

 1
2 1(0.333333 0.666667 ) ( ) 1
3 3

x i i i= + − − − ≅ +  (136) 

 2
2 1(0.333333 1.333333 ) ( ) 1
3 3

x i i i= − − − − ≅ −  (137) 

 3
2 1( 0.666667 0.666667 ) ( ) 0
3 3

x i i i= − + − − − ≅ +  (138) 

(Ⅲ)若改令 cosh( )θ=Y ，則原式變為： 

 3

7 11cos(3 ) 1.81057 0.590524
( 3 2 )

θ −
= − = −

− −

i i
i

 (139) 

則： 

 . .θ = −3 1 28004 0 363846i  (140) 

 ( . . ), , , ,...πθ = + − =
2n i 0 42668 0 121282i n 0 1 2

3
 (141) 

可知： 

 1 cosh(0.42668 0.121282 ) 1.08439 0.0532024= − = −Y i i  (142) 

 2 cosh(0.42668 1.97311 ) 0.427737 0.404634= + = − +Y i i  (143) 

 3 cosh(0.42668 4.06751 ) 0.656655 0.351431= + = − −Y i i  (144) 

利用複數伸縮X=SY可得知： 
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1

2

3

(1.08439 0.0532024 ) (0.366834 1.21157 ) 0.333333 1.333333
( 0.427737 0.404634 ) (0.366834 1.21157 ) 0.333333 0.666667
( 0.656655 0.351431 ) (0.366834 1.21157 ) 0.666667 0.666667

= − × − = −
= − + × − = +
= − − × − = − +

X i i i
X i i i
X i i i

利用平移 X
3
ax = − 可得知： 

 1
2 1(0.333333 1.333333 ) ( ) 1
3 3

x i i i= − − − − ≅ −  (145) 

 2
2 1(0.333333 0.666667 ) ( ) 1
3 3

x i i i= + − − − ≅ +  (146) 

 3
2 1( 0.666667 0.666667 ) ( ) 0
3 3

x i i i= − + − − − ≅ +  (147) 

(Ⅳ)若改令 sinh( )θ=Y  

即 2

2 3
3S 4

= ，
2S 3 2
3

= ± + i ，可將上式轉化成 3

3

3 7 11
4 4 (3 2 )

−
− =

+
∓ iY Y

i

則原式變為： 

 3

7 11sinh(3 ) 0.590524 1.81057
(3 2 )

θ −
= − = +

+

i i
i

 (148) 

則： 

 . .θ = +3 1 28004 1 20695i  (149) 

 ( . . ), , , ,...πθ = + + =
2n i 1 28004 1 20695i n 0 1 2

3
 (150) 

可知： 

 1 sinh(0.42668 0.402317 ) 0.404634 0.427737= + = +Y i i  (151) 

 2 sinh(0.42668 2.49671 ) 0.351431 0.656655= + = − +Y i i  (152) 

 3 sinh(0.42668 4.59111 ) 0.0532024 1.08439= + = − −Y i i  (153) 

利用複數伸縮X=SY可得知： 
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1

2

3

(0.404634 0.427737 ) (1.21157 0.366834 ) 0.333333 0.666667
( 0.351431 0.656655 ) (1.21157 0.366834 ) 0.666667 0.666667
( 0.0532024 1.08439 ) (1.21157 0.366834 ) 0.333333 1.33333

= + × + = +
= − + × + = − +
= − − × + = −

X i i i
X i i i
X i i i

利用平移 X
3
ax = − 可得知： 

 1
2 1(0.333333 0.666667 ) ( ) 1
3 3

x i i i= + − − − ≅ +  (154) 

 2
2 1( 0.666667 0.666667 ) ( ) 0
3 3

x i i i= − + − − − ≅ +  (155) 

 3
2 1(0.333333 1.33333 ) ( ) 1
3 3

x i i i= − − − − ≅ +  (156) 

綜整以上四例，依照cos( )θ 、sin( )θ 、cosh( )θ 與sinh( )θ 其求解過程與

三個根得平移及複數伸縮操作，並且整理成表 2～5。 
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四、Mathematica 程式 

4.1 Mathematica 基本繪圖指令 
 

f[x]//Simplify 

最常用的化簡指令，將數學式化成較精簡的式子 

 

  ComplexExpand[f[x]] 

  將 f[x]以複數的型式展開。 

   

ListPlot[{x,y}]： 

畫出{x,y}的點在圖形上。 

 

PlotStyle→{Style1,Style2,…}： 

函數圖形的格式設定，如：顏色、出圖範圍、圖形的寬度等。 

 

RGBColor[R,G,B]： 

設定顏色，以紅、綠、藍三色間的比例表示。 

 

Thickness[數值]： 

設定圖形軌跡的寬度。 

 

PlotRange→{{min,max},{min,max}}： 

設定出圖範圍，前為 x軸，後者為 y軸。 
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4.2 程式編寫流程 

1. 定義函數 ( )f x ,並給定係數。 

a:= −2− Ç

b:= 2+ 2 Ç

c:= −2 Ç

f@x_D:= HxL3 + a HxL2 + b HxL +c 

2.利用平移概念展開 ( )f x ，並求係數。 

x:= X−
a
3  

fAX−
a
3
E êêSimplify

q := −
a2

3
+ b

r:=
2a3

27
−

a b
3

+ c
 

3.求出伸縮係數，並求出三倍角值。 

s:= $%%%%%%%%%%%%%%−
4
3

∗q

z:= −
4 r
s3

êêFullSimplify
 

4.利用反三角函數，求出角度在逆推求解，並畫圖。 

ComplexExpandAθ1=
1

3.
 ArcCos@zDE êê FullSimplify

 

ComplexExpandAf@θ_D = Cos@θ1D∗
1.
1

êêFullSimplifyE
 

ComplexExpandAX1= f@θ1D∗s∗
1.
1

êêFullSimplifyE
 

ComplexExpandAx1= X1−
a
3.

êêFullSimplifyE
 

4.3 程式範例 

以範例三為例，其程式如下： 
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a:=2
b:=2
c:=1
f@x_D:=HxL3+a HxL2+b HxL+c

x:= X−
a
3

fAX−
a
3
EêêSimplify

q:=−
a2

3
+b

r:=
2a3

27
−

ab
3

+c

s:=$%%%%%%%%%%%%%−
4
3

∗q

z:=−
4 r
s3

êêFullSimplify

ComplexExpandAθ1=
1
3.

 ArcCos@zDEêê FullSimplify

ComplexExpandAθ2=
1
3

∗ArcCos@zD+
2 π

3.
Eêê FullSimplify

ComplexExpandAθ3=
1
3

∗ArcCos@zD+
4 π

3.
Eêê FullSimplify

ComplexExpandAf@θ_D=Cos@θ1D∗
1.
1

êêFullSimplifyE

ComplexExpandAg@θ_D=Cos@θ2D∗
1.
1

êêFullSimplifyE

ComplexExpandAh@θ_D=Cos@θ3D∗
1.
1

êêFullSimplifyE

ComplexExpandAX1=f@θ1D∗s∗
1.
1

êêFullSimplifyE

ComplexExpandAX2=g@θ2D∗s∗
1.
1

êêFullSimplifyE

ComplexExpandAX3=h@θ3D∗s∗
1.
1

êêFullSimplifyE

ComplexExpandAx1= X1−
a
3.

êêFullSimplifyE

ComplexExpandAx2= X2−
a
3.

êêFullSimplifyE

ComplexExpandAx3= X3−
a
3.

êêFullSimplifyE

z7:= ListPlot@88Re@x1D,Im@x1D<<,PlotRange→88−5,5<,8−5,5<<,
PlotStyle→8PointSize@0.05D,RGBColor@1,0,0D<,DisplayFunction→IdentityD

z8:= ListPlot@88Re@x2D,Im@x2D<<,PlotRange→88−5,5<,8−5,5<<,
PlotStyle→8PointSize@0.05D,RGBColor@0,1,0D<,DisplayFunction→IdentityD

z9:= ListPlot@88Re@x3D,Im@x3D<<,PlotRange→88−5,5<,8−5,5<<,
PlotStyle→8PointSize@0.05D,RGBColor@0,0,1D<,DisplayFunction→IdentityD

Show@z7,z8,z9,DisplayFunction→$DisplayFunctionD
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五、結語 

本專題是將一個一元三次方程式求解的老問題，經由複變函數求

解，透過此方法可以發現下列幾點。把一元三次方程式平移後，假如

其一次項係數假如為 0 時，雖不能用三倍角公式轉換方程式，但卻為

高中複數所學的隸美佛定理，從範例一與表 1均可以看出。為探討判

別式，本專題進而利用雙曲正餘弦之三倍角公式，亦得到相同的答案

並整理於表 2~表 5，其中發現由於sinh 3θ型式操作過程型式不同的

關係，會產生虛部，致使伸縮過程中的數值會有些許不同，但不會影

響其根的答案。從表 5 與表 2~4 的圖中比較便可明顯的看出。可知，

sinh 3θ在實係數求解中，數值運算有些許複雜；但在某些複數係數

時，反而會比迅速。然而在判別式的地方，本專題也利用複變函數來

推導判別式，其結果與[9]比較，乍看之下雖型式不同，但透過倒數

並將其整理後，可知兩種方法之等效性。更可確定此判別式的正確

性。此外，利用 Mathematica 進行運算，將其係數改變後變可求出其

根與平移及複變伸縮之圖形，方便了解其根的值與操作手法的圖形變

化。 

正所謂條條大路通羅馬，以不同的角度來看，會有不同的解決之

道。雖以新方法解決老問題，卻有不同的收穫與體會，只要善用手邊

的工具，必能走出自己的一片天。此外，在複變教學上，利用一個熟
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悉的數學問題來學習複變函數，相信必定可以提高學生學習的興趣，

在老師教學上能有所助益，成為一套好的教學教材。也希望大家在研

究的領域上找出更多的出路，也體會到更多的樂趣。 
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表 2. cos(3 )θ 求解過程示意圖 

 實係數一元三次方程式 複數一元三次方程式 

 範例一 範例二 範例三 範例四 

 3 1 0x + =  3 26 11 6 0x x x− + − =  3 22 2 1 0x x x+ + + =  3 2( 2 ) (2 2 ) (0 2 ) 0+ − − + + + − =x i x i x i
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表 3. sin(3 )θ 求解過程示意圖 

 實係數一元三次方程式 複數一元三次方程式 

 範例一 範例二 範例三 範例四 

 3 1 0x + =  3 26 11 6 0x x x− + − =  3 22 2 1 0x x x+ + + =  3 2( 2 ) (2 2 ) (0 2 ) 0+ − − + + + − =x i x i x i

( , , )a b c  (0,0,1) ( 6,11, 6)− −  (2,2,1) ( 2 ,2 2 , 2 )− − + −i i i  
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表 4. cosh(3 )θ 求解過程示意圖 

 實係數一元三次方程式 複數一元三次方程式 

 範例一 範例二 範例三 範例四 

 3 1 0x + =  3 26 11 6 0x x x− + − =  3 22 2 1 0x x x+ + + =  3 2( 2 ) (2 2 ) (0 2 ) 0+ − − + + + − =x i x i x i

( , , )a b c  (0,0,1) ( 6,11, 6)− −  (2,2,1) ( 2 ,2 2 , 2 )− − + −i i i  
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表 5. sinh(3 )θ 求解過程示意圖 

 實係數一元三次方程式 複數一元三次方程式 

 範例一 範例二 範例三 範例四 

 3 1 0x + =  3 26 11 6 0x x x− + − =  3 22 2 1 0x x x+ + + =  3 2( 2 ) (2 2 ) (0 2 ) 0+ − − + + + − =x i x i x i

( , , )a b c  (0,0,1) ( 6,11, 6)− −  (2,2,1) ( 2 ,2 2 , 2 )− − + −i i i  
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