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摘要 

  本計畫重點在探討流體通過不透水圓形/橢圓形/薄板結構物問題與孔洞/裂縫/夾雜/線夾雜受反平

面力場作用問題之間的關聯性。理論解析採用邊界積分方程(BIEM)搭配分離核進行，分離核依結構物

的形狀分別以圓座標及橢圓座標表示，邊界未知密度函數則以傅立葉級數展開表示。孔洞/裂縫/夾雜/

線夾雜受反平面力場作用問題中的應力集中因子(SCF)及應力強度因子(SIF)是值得關心的議題，我們

採用五個方法進行分析，包括以位移由邊界及域內逼近奇異點、以應力由邊界及域內逼近奇異點與 J

積分。由結果可看出，孔洞在反平面力場作用下，當無窮遠剪應力 S 與剪力模數 的比值為 1 時，其

解與流體通過不透水結構物問題的勢能場解相同。另外，我們也發現孔洞與夾雜問題的解之間具有互

易關係。五種方法都獲得相同的 SCF及 SIF。 

關鍵詞 反平面力場、不透水結構物、退化邊界、圓座標、橢圓座標 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



3 

 

邊界元在流力與固力雙退化問題之探討 

MOST 109-2813-C-019-011-E 

目錄 

        致謝.................................................................................................................................1 

        摘要.................................................................................................................................2 

1. 文獻回顧與探討.........................................................................................................4 

2. 流體通過圓形、橢圓外形不透水結構物問題之速度場推導.................................4 

2.1. 問題描述.................................................................................................................4 

2.2. 求解流體通過橢圓形不透水結構物受初勢流場之速度場推導.........................5  

2.3. 求解流體通過橢圓形不透水結構物受初勢流場之速度場推導.........................6 

2.4. 求解流體通過不透水薄板受初勢流場之速度場推導.........................................8 

3. 圓、橢圓孔洞/剛性夾雜受反平面力場之場解推導................................................9 

        3.1. 問題描述.................................................................................................................9 

        3.2. 圓孔洞受反平面力場作用之場解推導.................................................................9 

        3.3. 橢圓孔洞/線裂縫受反平面力場作用之場解推導...............................................10 

        3.4. 圓剛性夾雜受反平面力場作用之場解推導........................................................11 

        3.5. 橢圓剛性夾雜/線剛性夾雜受反平面力場作用之場解推導...............................12     

        4. 應力集中因子及應力強度因子...............................................................................13 

        4.1. 圓孔洞/剛性夾雜之應力集中因子(Stress Concentration Factor), SCF..........13 

        4.2. 橢圓孔洞/剛性夾雜之應力集中因子(Stress Concentration Factor), SCF......14 

        4.3. 線裂縫/剛性夾雜之應力強度因子(Stress lntensity Factor), SIF.....................15 

        5. 結論..........................................................................................................................20 

        6. 參考文獻..................................................................................................................20 

       7. 圖表..........................................................................................................................22 

 

 

 

 

 

 

 



4 

 

1. 文獻回顧與探討 

      過去許多學者對流體通過不透水結構物的勢能流問題進行相關探討，利用複變數(complex 

variables)可解析得到圓形、橢圓形和薄板周圍勢能流的變化[1]。利用複變數解析是目前解決此類

問題的經典工具。Milne-Thomson [2]和 Mushtaq 等人[3]利用複變數推導出二維非旋流通過橢圓形

結構物的解析解。在解析過程中還應用了循環矩陣和 Joukowski 轉換。然而，Hess 和 Smith [4]使

用面板法(Panel method)研究了三維流體通過任意形狀結構體的勢能流變化。也有研究採用基本解

法求解流體通過不透水結構物的二維和三維問題[5]。 

  在反平面力場下，孔洞或剛性夾雜周圍的應力集中係數(SCF)問題已經有很多研究者進行研究，

但大部分的解析解主要是針對無窮平面利用複變解析函數得到。Meguid和 Gong [6]利用理論[7]和

實驗探討圓孔洞周圍的應力集中係數。利用彈性原理對矩形和菱形剛性夾雜周圍的應力集中係數進

行實驗[8]。此外還對含夾雜的砂漿試體進行了實際工程實驗[9]。本計畫中的固力問題，將以無限

彈性平面中含孔或夾雜的反平面力場問題為主。Chen 等[10]在平面彈力和反平面彈力問題中利用

保角映射討論 BIE的退化尺度。Zou [11]研究有限但任意截面之等向性彈性體的 Eshelby反平面力

場夾雜問題。Lubarda [12]重新研究圓孔和橢圓孔受反平面力場的解析解，並討論了應變能和 SCF。

Noda和 Takase [13]採用體力法(body force method)考慮了所有缺口形狀的應力集中公式，他有舉一

個反平面剪力例題來解釋基本的想法。Honein等[14]求解兩個任意圓孔或不同剪力模數剛性夾雜體

的反平面力場問題。他們引用了涉及複變勢能的Möbius變換來解析孔洞周圍的應力場。由於擴展

到兩個以上的孔洞在Möbius公式中可能有困難，NTOU / MSV團隊[15]提出了一種半解析方法，

稱為零場積分公式來解決含多圓孔洞問題。關鍵想法是採用分離核與 BIE 來求解問題，並搭配自

適性觀察座標系統。儘管分離核在積分方程理論中扮演重要的角色，且可以得到一個自然的近似

值，但相較其他方法，它在工程問題中的使用似乎已經退居其次，例如 Golberg [16]所引用的

quadrature和 collocation。在文獻中，只有少數研究者應用分離核來求解邊界值問題。Golberg [16]

指出了分離核在 BIE和 BEM中的威力，儘管 Galybin [17]利用分離核求解裂縫問題。從數學上講，

一旦分離核可以使用，積分方程不過是線性代數[18]。在這裡，我們將示範分離核是如何求解含有

圓孔和橢圓孔或剛性夾雜的反平面力場問題。Lee 和 Chen [19]首先提出橢圓座標的分離核，並結

合零場積分方法來處理反平面力場問題。然而，他們沒有討論單橢圓孔洞/圓孔洞和剛性夾雜的應

力集中係數。對於三維剛性夾雜問題，Noda和 Hayashida [20]討論彎曲應力場下橢圓和橢圓夾雜之

間的相互作用。 

  然而在這麼多的文獻中，從來沒有人將流體通過不透水結構物問題(流力)與孔洞/夾雜受反平面力

場作用問題(固力)放在一起討論，本研究將針對這兩個問題，利用邊界積分方程搭配分離核進行理

論解析，透過解析過程探討流力與固力問題之間的具有何種連結關係。同時也探討孔洞與夾雜之間

的連結關係，最後將採用五種方法解析 SIF，包括以位移由邊界及域內逼近裂縫與線剛性夾雜尖

端、以應力由邊界及域內逼近裂縫與線剛性夾雜尖端與 J積分。本計畫報告內容如下：流體通過圓

形、橢圓形、薄板不透水結構物的理論推導將呈現在第二節；第三節將說明圓形、橢圓形孔洞及剛

性夾雜受反平面力場作用與裂縫及線剛性夾雜受反平面力場作用的理論解析結果；應力集中因子及

應力強度因子則在第四節討論；最後是結論。 

 

 

2 流體通過圓形不透水結構問題之勢能場推導 

2.1 問題描述-流力 Neumann問題 

考慮理想流體流經不透水結構物，其控制方程式為 

, (1) 

其中 為速度勢。固定結構物的邊界條件為 

, (2) 

其中 n為域的單位法向量。由於勢流問題是由線性 PDE控制的，因此可以應用疊加原理。勢流問

題可分解為兩部分，如圖 1所示。一部分是無物體的自由流，另一部分是有結構物的場。總勢能可
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以給定為 

. (3) 

其中 為流入勢能， 為未知勢能。由於 函數已給定，所以 x、y方向的遠程流入量可得 

於 y方向流入   (4) 

於 x方向流入   (5) 

X和 Y方向的速度勢可由以下公式獲得，分别是： 

 
(6) 

 
(7) 

 

2.2  求解流體通過橢圓形不透水結構物受初勢流場之速度場推導 

基於勢理論，Laplace問題的 BEM / BIEM中的閉合型基本解為 ( , ) lnU s x r 。利用核的可分離特

性，通過將極座標中的源點和場點分離，可以將 ( , )U s x 展開成一個退化形式，如下所示。 

1

1

1
( , ; , ) ln ( ) cos ( ), , ( )

( , )
1

( , ; , ) ln ( ) cos ( ), , ( )

i m

m

e m

m

U R R m R a
m R

U s x
R

U R m R b
m


     

      











   


 
    





 (8) 

其中場點 ( , )x   ，源點 ( , )s R  ，上標“ i”和“ e”分別表示內部 ( )R  和外部 ( )R  情況。

閉合型基本解的分離核如圖 2所示。取相對於源點的法向導數- / R  後，可以得到 ( , )T s x ，如下所

示。 

1
1

1

1

1
( , ; , ) ( ( ) cos ( )), , ( )

(s, x)

( , ; , ) ( ) cos ( ), , ( )

m
i

m
m

m
e

m
m

T R m R a
R R

T
R

T R m R b


     

     












    


 
   






 (9) 

Laplace 問題域點的積分公式可由格林第三定理得出。通過採用分離核，觀察點(場點)可以準確地

定位在實邊界上，而不需要面對奇異積分。因此，包括邊界點在內的傳統積分方程的表示可以改寫

為 

 

(10) 

零場積分方程表示為 

 

(11) 

需要注意的是，一旦選擇適當的分離核（ 或 ），式（10）和（11）就包含邊界點。為了得到總

速度勢 ，我們需要解決未知勢 。由於 是在式（4）中給出的，所以沿圓形邊界圓形的勢能為 

 (12) 

在極座標中。因此，我們可以很容易地得到它的法向導數如下。 

, (13) 

和 

, . (14) 

應用傅立葉展開法，沿圓形邊界的邊界資訊 可以用以下方式表示 
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(15) 

其中 、 和 nb 是待定的傅立葉級數的未知係數。將式（8a），（9a），（14）和（15）代入式（11），

求 dB（s）=adθ，每次 x定位在同軸的實邊界( )上，我們得到了 

 

(16) 

其中 a為圓形障礙物之半徑。經過比較基數，1、cosn和sin n的係數，我們得到了 

 

(17) 

因此，式（15）可以寫成 

 (18) 

將（8b），（9b），（14）和（18）式代入公式（10）中的 dB（s）=adθ，並沿軸向的實邊界（R a ）

進行積分，我們得到了 

 

(19) 

將式（4）和式（19）代入式（3），可得總勢能為 

 

(20) 

在極座標上得到總勢能。將式（20）代入式（6）和式（7），可以得到 x和 y方向的速度，即為 

 
(21) 

 
(22) 

現在，我們考慮一個圓柱體在 x方向的遠程流入下的式（5），在沒有圓柱體的情況下，沿邊界的法

向導數如下，y方向的流入量 

, (23) 

依循上述的方式，x方向入流的總勢能可表示為： 

. (24) 

通過客觀性規則，將式（20）中的替換為 / 2  ，可以得到式（24）。 

u和 v的速度分別為 

 
(25) 

 
(26) 

利用分離核對 x 和 y 方向入流的勢流場和速度場的解析解如表一所示。表一中還包括了複變函數

（C.V.）的解析解。 

 

2.3  求解流體通過橢圓形不透水結構物受初勢流場之速度場推導 

考慮橢圓形圓柱體上的勢流，如圖 3所示，其中D為定義域， cD 為補域，B為邊界， 0  為常數，

a為橢圓的半長軸，b為半短軸。根據可分離的特性，可以將橢圓座標中的源點和場點分離，將 ( , )U s x

展開為分離形式，如下圖所示。 



7 

 

1

1

1
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2
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sinh sin sin , , ( )
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 (27) 

其中場點 ( , )x xx   ，源點 ( , )s ss   ， c是兩個焦點之間的半距離，上標“ i”和“ e”分別表示

內部 ( )s x  和外部 ( )s x  情況。圖 4中繪製了閉合形基本解的分離核表達式，以顯示由於源點

s引起的徑向對稱場。取相對於源點的法向導數後，可以得到如下所示的 ( , )T s x 。 
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 (28) 

需要注意分母中有一雅可比項， 。為了得到總勢能 ，

我們需要先導得未知勢能 。由於在式(4)中得到了於 y方向流入 ，可以寫成 

, (29) 

在橢圓座標中。我們可以很容易地得到它的法向導數。 

 

(30) 

和 在邊上是 

 

(31) 

透過傅立葉展開，沿橢圓邊界( 為常數)的指定邊界數據 可以用以下方式表示 

 

(32) 

其中 ,  和 nb 是待定的傅立葉項的未知係數。將式(27a)，(28a)，(31)，(32)代入式(11)，對於

( ) ( , )s s sdB s J d   和 ，對於橢圓結構體的邊界，我們得到了 

 

 

(33) 

經過比較基底，1, 和 的係數，我們得到了 

 

(34) 

因此，式(32)可寫成 
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 (35) 

將式(27b)，(28b)，(31)和(35)代入式(10)，在橢圓的實邊界( 0s  )上進行積分，可得 

 (36) 

將式(29)和式(36)代入式(3)，我們得到了總勢能場。 

 (37) 

對於橢圓障礙物在 x方向的遠程流入下，在沒有橢圓障礙物的勢能場中，沿邊界的法向導數給定為： 

, , (38) 

按照類似的步驟，x方向流入的總勢能場可以表示為： 

 (39) 

現在，我們考慮流過斜的橢圓結構體的勢流場。採用 和 兩個觀測系統來描述斜橢圓和流入。

兩個座標的變換關係為 

 
(40) 

其中為流入角。將 和 用橢圓座標替換到式（40）中，我們可以得到 

 
(41) 

將式(41)代入式(4)，式(29)的遠端流入式變為 

 
(42) 

可以得到邊界上的法向導數，如下圖所示。 

, . (43) 

式(43)是通過式(31)和式(38)採用疊加技術得到的。因此，勢能場的解可以寫為 

. (44) 

將式(42)和式(44)代入式(3)，則可得到總勢位能 

. (45) 

速度可以用以下方式得到 

 

(46) 

 

(47) 

此處 

 (48) 

 (49) 

 

(50) 

 (51) 

 

2.4  求解流體通過不透水薄板受初勢流場之速度場推導 

由於薄板問題是橢圓形結構體的特殊情況，我們可以通過設置 0 0  來解決這個問題。有兩種方法

可以採用。一種是預先設定的 0 0  ，但需要使用到對偶邊界元。另一種是在最後階段設置 0 0  為

橢圓結構體的總勢能場。在這裡，橢圓結構體的總勢能場由式(45)得到。通過設置 0 0   ，式(45)
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被簡化為。 

 
(52) 

通過設置 0 0  在不同階段得到的薄板的流入量的解析解，同樣的式(46)和式(47)中的兩個分量的速

度可以表示為 

 

(53) 

 

(54) 

分別為 

 (55) 

 (56) 

 (57) 

 (58) 

 

3 圓、橢圓孔洞/剛性夾雜受反平面力場之場解推導 

3.1 問題描述-固力 Neumann及 Dirichlet問題 

反平面力場問題的位移如下 

( , , ) (0,0, ( , )),x y zu u u w x y  (59)  

其中 w為出平面位移，為 x和 y的函數。而剪應變如下 

1 1
, ,

2 2
xz yz

w w

x y
 

 
 

 
 (60)  

和對應的應力遵守虎克定律，即  

2 , 2 ,xz xz yz yz      (61)  

其中 為剪力模數。因此，平衡方程簡化為  

0,
yzxz

x y

 
 

 
 (62)  

可以用公式(60)和(61)將其改寫為位移w，如下所示 
2 2

2

2 2
0.

w w
w

x y

 
   

 
 (63)  

現考慮無限彈性體中的孔洞/剛性夾雜反平面力場 ( 0)yz xzS   、 作用下，孔洞的邊界條件為  

( ) 0, ,
w

t B
n


  


x x  (64)  

剛性夾雜的邊界條件為 

( ) 0, .u B x x
 

(65)  

其中 n為邊界單位向外法向量。 

 

3.2 圓孔洞受反平面力場作用之場解推導 

剪應力和無窮遠處的位移為 

,yz S y   、 ,
Sy

u y


    (66)  

透過疊加原理，總位移被分解為兩部分，如圖 5所示。分別為無限平面中的剪切荷載引起的位移場

u
，以及無限平面中圓孔洞引起的位移場

Mu 。總位移量可以表示為 
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M

zu u u   (67)  

當選擇適當的分離核，式(10)和式(11)的場點皆可座落在真實問題的邊界上。為了獲得總位移
zu ，

我們先求解未知位移 ( )Mu x 。由於在式(66)中給出u，無限平面內沿圓形邊界的位移為 

0 ( ) sin , ( , ) ,
S

u R R B 


  s s  (68)  

在邊界上的法向導微 0t 和 Mt ，可表示為 
0 0

0 ( ) ( )
( ) sin , ( , ) ,

u u S
t R B

R
 



 
      

 
s

s s
s s

n
 (69)  

0( ) sin , ( , ) ,M S
t t R B 


    s s  (70)  

透過傅立葉級數展開，沿著圓形邊界的特定邊界資訊 ( )Mu s 可以表示為 

0

1 1

( ) cos sin , 0 2 , ( , ) ,M

n n

n n

u a a n b n R B    
 

 

       s s  (71)  

其中
0 , na a 和

nb 為待定的傅立葉級數未知係數，將等式(8a)、(9a)、(70)和式(71)代入到式(11)中，其

中 ( )dB ads ( )R a ，x 在圓孔洞的真實邊界 ( )a  上，可得 

0

1 1

2 cos( ) sin( ) ( ) , ( , ) ,c

n n

n n

S
a n a n b a sin D B        



 

 

         x  (72)  

因為已經選擇了一個適當的分離核，其中 x 也可以在真實邊界上。比較基底 1、cosn和sin n的

係數後，我們得到 

1

0, 0,1, 2, 3, ,

, 1,

0, 1.

n

n

a n

S
b a n

b n



 

 

 

 (73)  

因此，式(71)可以寫成 

(s) sin , s ( , ) .M S
u a R B 


    (74)  

將式(8b)、(9b)、(70)和式(74)代入到式(10)中，當 ( )dB ads 且沿著圓孔洞的實邊界積分可得 
2

( , ) sin , ( , ) .M S a
u D    

 
  x  (75)  

將式(66)和式(75)代入式(67)中，我們得到總位移 
2

2
( , ) (1 )sin .z

S a
u    

 
   (76)  

極座標表示的總位移可以在公式（76）中獲得。當圓形孔洞受反平面力場 ( 0 and )yz xz S    作用

下，如圖 6所示，透過將替換成 + / 2  可得到總位移 
2

2
( , ) (1 )cos .z

S a
u    

 
   (77)  

式(24)的結果與式(45)相同由此可知流體通過不透水結構物問題與孔洞受反平面力場作用問題為相

同的數學模型，當 / 1S   時可得出一樣的場解。不同之處為固力較關注於位移場解，流力較關注

於勢流場，之後橢圓外型及斜線外型皆以固力例題為例。 

 

3.3 橢圓孔洞/線裂縫受反平面力場作用之場解推導 
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現在考慮橢圓形孔洞受反平面力場 ( 0).yz xzS   、 作用，如圖 7 所示， B是
0  為常數的橢圓

邊界，a是橢圓半長軸，b是橢圓半短軸。由於在等式(66)中給出u 
。在無限平面內沿橢圓邊界的

位移為 

0 sinh sin , ( , ) ,( ) s s s su
S

c B   


  ss  (78) 

在橢圓座標中。對式(78)進行法向微分後，可得 0t 和 Mt 如下 
0 0

0 ( ) 1 ( )
( ) cosh sin , ( , ) ,s s s s

s s s

u u S
t c B

J J
   

 

 
      

 
s

s s
s s

n
 (79) 

0( ) cosh sin , ( , ) .M

s s s s

s

S
t t c B

J
   


    s s  (80) 

透過傅立葉級數展開，沿橢圓邊界(
0s  為常數)的未知邊界資訊 ( )Mu s 可以表示為 

0

1 1

( ) cos sin , 0 2 , ( , ) ,M

n s n s s s s

n n

u a a n b n B     
 

 

       s s  (81) 

其中 0a ， na 和 nb 為待定的傅立葉級數未知係數。將式(29a)，(30a)，(80)和(81)代到(11)中，對於

(s) ( , )s s sd J dB    0( )s  ，x在橢圓孔洞的真實邊界 0( )x  上，我們得到 

0 0

0

0 0 0

1 1

0 0

2 2 cosh cos 2 sinh sin

2 sinh cosh sin , x ( , ) ,

n n

x n x n

n n

x x x

p e n n p e n n q

S
c e B

 



      

     


 
 

 



  

   

 

 

(82) 

比較基底 1、 cos xn 和 sin xn 的係數後，可得 

1 0

0, 0,1, 2, ,

cosh , 1,

0, 2,3, .

n

n

p n

S
q c n

q n




  



 

  

 (83) 

因此，式 (81)可以寫成 

0( ) cosh sin , ( , ) .M

s s s

S
u c B   


  s s  (84) 

將式(29b), (30b), (80)和(84)代入到(10)中， ( ) ( , ) ,s s sdB J d  s 沿著橢圓孔洞的真實邊界( 0s  )積

分，可得 

0 0 0( , ) sin cosh (cosh sinh ), ( , ) .xM

x x x x x

S
u ce D

       



   x  (85) 

將式(66)和式(85)疊加，我們得到總位移 

0

0( , ) sin (sinh cosh ).x

z x x x x

S
u c e

     



   (86) 

考慮橢圓形孔洞受無窮遠反平面力場 ( 0 ).yz xz S   、 作用，如圖 8所示，我們按照一樣的解析流

程，可得到總位移 

0

0( , ) cos (cosh sinh ).x

z x x x x

S
u c e

     



   (87) 

最後將 0 設成 0可得出線裂縫受反平面力場作用之場解為。 

( , ) cos cosh .z x x x x

S
u c   


  (88) 

 

3.4  圓剛性夾雜受反平面力場作用之場解推導 
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在無限彈性體含剛性夾雜的情況下，總位移的求解過程與孔洞相同，僅邊界條件變為 Dirichlet。考

慮在遠端反平面剪切應力 ( 0)yz xzS   、 下無限彈性體中的圓形剛性夾雜物，如圖 9 所示。

Dirichlet邊界條件為 

( ) 0, .u B x x  (89) 

剪應力和無限遠處位移分別為 

,yz S y   和 , ,
Sy

u y


    (90) 

u在等式(66)中給出，無限平面中沿圓形邊界的位移為 

0 ( ) sin , ( , ) ,
S

u R R B 


  s s  (91) 

在極座標中，沿圓形邊界的特定邊界條件 ( )Mu s 為 

0( ) ( ) sin , ( , ) ,s s s
M S

u u R R B 


       (92) 

透過應用傅立葉展開式，未知邊界密度 ( )Mt s 可以表示為 

0

1 1

( ) cos sin , 0 2 , ( , ) ,M

n n

n n

t a a n b n R B    
 

 

       s s  (93) 

其中 0 , na a 和 nb 為待定的傅立葉級數未知係數。將等式(8a)，(9a)，(92)和(93)代入到(11)中，對於

( )dB ads ( )R a  x在圓孔洞的真實邊界 ( )a  上，可得 

0

1 1

1 1
2 ln cos( ) sin( ) ( ),

( , ) ,

n n

n n

x x

S
a a a a n a a n b a sin

n n

B

      


 

 

 

  

 

 

x

 (94) 

比較基底 1、cosn和 sin n的係數後，可得 

0

1

(2 ln ) 0, 0,

0, 1,2,3, ,

, 1,

0, 2,3, .

n

n

a a n

a n

S
b n

b n



 


 



 


 

 (95) 

在等式(95)中，當 ln 0a  時 0a 可以被定義且可以是任意數，然而若 a 等於 1，就會導致退化尺度

發生。此為 BEM / BIEM中退化尺度的問題。因此，將式(95)代入式(93)可以寫成 

( ) sin , ( , ) .M S
t R B 


  s s  (96) 

將等式(8b), (9b), (92)和(96)代入到式(10)中，對於 ( )dB ads ，沿著真實邊界( R a )積分 
2

( , ) sin , ( , ) .M S a
u D    

 
   x  (97) 

將式(66)和式(97)代入式(67)中，得到 
2

2
( , ) (1 )sin .z

S a
u    

 
   (98) 

當圓形剛性夾雜在不同方向 ( 0 ).yz xz S   、 ，如圖 10所示，透過替換變 / 2  ，可得到 

2

2
( , ) (1 )cos .z

S a
u    

 
   (99) 

 

3.5 橢圓剛性夾雜/線剛性夾雜受反平面力場作用之場解推導 
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考慮橢圓外形剛性夾雜受無窮遠反平面力場 ( 0).yz xzS   、 作用，如圖 11 所示，u在式(66)給

出，無限平面中沿橢圓形邊界的位移為 

0 ( ) sinh sin , ( , ) ,s s s s

S
u c B   


  s s  (100) 

在橢圓座標中，沿橢圓形邊界的特定邊界條件 ( )Mu s 得到 

( ) ( ) sinh sin , ( , ) ,0
s s s

M

s s s s

S
u u c B   


       (101) 

透過傅立葉級數展開，未知邊界密度 ( )Mt s 可以表示為 

0

1 1

1
( ) ( cos sin ), 0 2 , ( , ) ,M

n s n s s s s

n ns

t a a n b n B
J

     
 

 

       s s  (102) 

其中 0 , na a 和 nb 為待定的傅立葉級數未知係數。將等式(29a), (30a), (101)和(102)代入到式(11)中，對

於 ( ) ( , )s s sdB J d  s 0( )s  ，x在橢圓孔洞的真實邊界 0( )x  上，可得 

0 0

0

0 0 0 0

1 1

0 0

2 2
( ln )2 cosh cos sinh sin

2

2 sinh sinh sin , x ( , ) .

n n

x n x n

n n

x x x

c
a e n n a e n n b

n n

S
c e B

 



       

     


 
 

 



  

  

 
 (103) 

比較基底 1、 cos xn 和 sin xn 的係數後，可得 

0 0

1 0

( ln ) 0, 0,
2

0, 1, 2, 3, ,

sinh , 1,

0, 2,3, .

n

n

c
a n

a n

S
b c n

b n







  


 


   



 

 (104) 

式(104)中，當 0 ln( / 2) 0c   時 0a 可以是任意數，當 2a b  ，就會導致非唯一解的問題，此為

BEM / BIEM中退化尺度的問題在此不特別討論。因此，將式(104)代入式(102)可以寫成 

0

1
( ) sinh sin , ( , )M

s s s

s

S
t c B

J
   




  s s  (105) 

將等式(29b), (30b), (101)和(105)代入到式(10)中，對於 ( ) ( , )s s sdB J d  s ，沿著真實邊界( 0s  )

積分，可得 

0

0( , ) sin sinh , ( , ) .xM

x x x x x

S
u c e D

      



   x  (106) 

將式(66)和式(106)代入式(67)中，我們得到總位移 

0

0( , ) sin (sinh sinh ).x

z x x x x

S
u c e

     



   (107) 

考慮橢圓形孔洞受無窮遠反平面力場 ( 0 ).yz xz S   、 在不同方向上作用，如圖 12 所示，我們得

到總位移 

0

0( , ) cos (cosh cosh ).x

z x x x x

S
u c e

     



   (108) 

同樣地，將 0 設成 0可得出線剛性夾雜受反平面力場作用之場解為 

( , ) cos sinh .z x x x x

S
u c   


  (109) 

 

 

4 孔洞及剛性夾雜例題 
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4.1  圓裂縫/剛性夾雜之應力集中因子(Stress Concentration Factor), SCF 

由於在上一節中得到了總的位移，因此可以簡單地導得應力。應力集中因子定義為 

2 2( ) ( )
,

xz yz

SCF
  

  


   (110) 

其中， 為沿孔或剛性夾雜物邊界的縱向剪應力， 為遠程剪力。利用極座標的分離核轉化為總

場的分析位移。卡式座標分量在極座標 ( , )  下表示為 

cos ,x    (111) 

sin .y    (112) 

我們按照一般公式，對於圓孔在反平面作用 , 0yz xzS    ，式(110)可得 

2 2sin( ) cos( )
( cos( ) ) ( sin( ) )

.

z z z zu u u u

SCF

 
  

     

 

   
  

   
  

(113) 

將式(66)和式(76)代入式(113)中的 a  ，在 0  或時出現兩個最大 SCF。   

2 cos( )
2.

S
SCF

S


   (114) 

對於受反平面力場 0,yz xz S    作用的情況，兩個最大的 SCF出現在
1 3

or
2 2

   時，為 

2 sin( )
2.

S
SCF

S


   (115) 

式(114)和式(115)分別顯示了圓孔洞受反平面作用 , 0yz xzS    和 0,yz xz S    下的 SCF。對於

反平面作用 , 0,yz xzS    下的圓剛性夾雜物，類似的發生在
1 3

or
2 2

   的最大 SCF。 

2 sin( )
2,

S
SCF

S


   (116) 

對於受反平面力場 0,yz xz S    作用的情況，兩個最大的 SCF出現在 0 or  時，為 

2 cos( )
2,

S
SCF

S


   (117) 

 

4.2 橢圓裂縫/剛性夾雜之應力集中因子(Stress Concentration Factor), SCF 

卡式座標分量在橢圓座標 ( , )  下表示為 

cosh cos ,x c    (118) 

sinh sin ,y c    (119) 

其中，c是兩個焦點之間的半距離， 常數的曲線是 F孔洞或剛性包涵體的橢圓邊界， 常數的

曲線是具有相同焦點的雙曲線的一部分。因此，在式(110)中，橢圓孔的 SCF由以下公式得到 

   
1 2 2 2

cos sin
,

sinh cos + cosh sin

x xz z
xz

x x x x x x

Su u
h h

 
 

     

   
   

  
 (120-a) 

    
2 1 2 2

cosh sinh
,

sinh cos + cosh sin

x xz z
yz

x x x x x x

Su u
h h

 
 

     

  
   

  
 (120-b) 
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2 2

1 2 2 1( ) ( )

,

z z z z

x x x x

u u u u
h h h h

SCF


   

 

   
  

   
  

(120-c) 

其中
    

1 2 2

sinh cos
,

sinh cos + cosh sin

x x

x x x x

h
c

 

   
 和

    
2 2 2

cosh sin

sinh cos + cosh sin

x x

x x x x

h
c

 

   
 。將式（66）

和式(86)代入式(120-c)中，對於 0x  ，我們可以得到 

02 2

0

2 cos
( ) ,

cosh 2 cos 2

x
x

x

e
SCF

 


 



 (121) 

將 0 orx  代入式(121)中， 當 1

0

1
tanh ( ) ln( ),

2

b a b

a a b
  

 


可得 

02

2 1
1 ,

1
SCF

e k


  


 (122) 

其中 /k b a 是橢圓的長寬比。相似地當加載為 0, ,yz xz S    對於 0x  的關係，可得 

02 2

0

2 sin
( ) ,

cosh 2 cos 2

x
x

e
SCF

 


 



 (123) 

將
3

or
2 2

x

 
  代入式(121)，當 1

0

1
tanh ( ) ln( ),

2

b a b

a a b
  

 


可得 

02

2
1 .

1
SCF k

e


  


 (124) 

式(122)和式(124)分別顯示橢圓孔洞在反平面作用 , 0yz xzS    和 0,yz xz S    下的 SCF。 對於

橢圓夾雜在反平面作用 , 0,yz xzS    下，最大 SCF 為 2，當 1

0

1
tanh ( ) ln( ),

2

b a b

a a b
  

 


出現在

2
x


  或

3

2


 

02

2
1 .

1
SCF k

e


  


 (125) 

對於反平面作用 0,yz xz S    下，最大 SCF為 2，當 1

0

1
tanh ( ) ln( ),

2

b a b

a a b
  

 


出現在 0 orx  ， 

02

2 1
1 .

1
SCF

e k


  


 (126) 

 

4.3 線裂縫/剛性夾雜之應力強度因子(Stress lntensity Factor), SIF 

應力強度因子(SIF)用參數 K來表示，它是破壞力學中最基本、最有用的參數之一。描述了線裂縫/

線剛性夾雜的尖端處的應力強度，與 Paris模型[Paris and Erdogan, 1963]有關，採用模擬裂縫的尺

度。在這裡，我們重點討論模式Ⅲ。模式Ⅲ是反平面(撕裂)的情況，寫成 ШK ，通常定義為 

0
lim ,

2

z
Ш

u
K S a



 



   (127) 

利用位移，或 

0
lim 2 ( , 0) ,ШK S a


   


   (128) 

通過使用應力，其中 是線裂縫/線剛性夾雜物尖端附近對距離取極限，分別由邊界或從內域逼近，

a是長度。設置 0x  沿徑向軸線軸的場解，如圖 13所示。另一個是來自邊界點，沿邊界設置 0x or s  ，

則如圖 14所示。如表二所示，反平面力場 ( 0)yz xzS   、 下單裂縫和反平面力場 ( 0)yz xzS   、
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下單線剛性夾雜。因此，我們只需要確定反平面力場 ( 0)yz xzS   、 下的裂縫和反平面力場

( 0 )yz xz S   、 下的線剛性夾雜的 SIF。我們先考慮總位移。 

方法 1：位移法 

（a）內場的資訊： 

對於表二中所示的反平面力場 ( 0 and )yz xz S    下的剛性線夾雜，表二中的相應總位移為 

設 0x  後的 ( , 0) sinh ,z x x

S
u a 


  (129) 

式（126）可以寫成 

cosh .x a   (130) 

因此，可得 

2

sinh 1.x

x

a


 
  

 
 (131) 

要了解 x a 尖端附近位移的漸近行為，請參考公式(129) 

2
1

lim 1 lim .
x a x a

x
x a x a

a a 

 
    

 
 (132) 

類似地通過將 x a   設為漸近行為，我們有 

0

1 2
lim lim .=
x a

a
x a x a

a a



 
   (133) 

因此，在裂縫尖端附近的位移的漸近行為可得 

( ) 2 .z

S
u a 


  (134) 

將式(134)代入式(127)，我們可以得到 

.ШK S a  (135) 

（b）邊界密度資訊： 

表二給出了剛線性夾雜情況下的結果。例如，我們有邊界應力 

設 0x  後的 (0, ) sin ,z x x

S
u a 


  (136) 

式(126)可寫成 

cos .x a   (137) 

因此，可得 

2

sin 1 .x

x

a


 
  

 
 (138) 

為了了解在 x a 時，尖端附近的位移的漸近行為，式(138)可以得到：  

2
1

lim 1 lim .
x a x a

x
a x a x

a a 

 
    
 

 (139) 

通過設置 x a   的漸進行為，可得 

0

1 2
lim lim .=
x a

a
a x a x

a a


 
   (140) 

因此，等式(134)可以改寫為 

2 2
( ) .z

Sa a S a
u

a


 

 
   (141) 

通過式(141)代入式(127)，可得 
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.ШK S a  (142) 

公式(135)和(142)可看出，兩種不同方式的總位移產生的 SIF 值相同[Sun 和 Jin 2011； Wang 等 

1986]。 

方法二：應力法。 

(a)內部場的資訊。 

依循同樣程序，考慮反平面力場 ( 0 )yz xz S   、 作用下裂縫的應力場，如表三所示，相應的應力

為： 

設 0x  後的
cosh

( , 0) ,
sinh

x
yz x

x

S 
 


  (143) 

將式(130)和式(131)代入式(143)，可得 

2

cosh
.

sinh
1

x

x

x

x
a

a






 
 

 

 

(144) 

通過在 x a 處展開式(144)，可得 

2
lim lim .

1

x a x a

x x

x a x ax
a

a

 


  
 

 

 

(145) 

通過設置 x a   為漸變行為，可得 

0
lim lim .

2x a

x a

x a x a   


 
 (146) 

因此，可得裂縫尖端附近的應力場的漸近行為 

( , 0) .
2

yz

a
S 


  (147) 

將式(147)代入式(128)，可得 

.ШK S a  (148) 

如表三所示，在反平面力場 ( 0 )yz xz S   、 作用下，對於線剛性夾雜問題，相應的應力為： 

設 0x  後的
cosh

( , 0) ,
sinh

x
xz x

x

S 
 


  (149) 

由於式(145)中的函數與式(139)相同，同樣可得 

.ШK S a  (150) 

式(148)和(150)顯示，通過沿徑向軸線設置 0x or s  ，從內場解得到的應力與[Sun和 Jin 2011； Wang

等 1986]中提到的 SIF相同。 

邊界密度的資料。 

表二給出了線剛性夾雜問題下的結果。例如，可得邊界應力 

設 0x  後的
cos

(0, ) ,
sin

x
yz x

x

S 
 


  (151) 

將式(137)和式(138)代入式(151)，可得 

2

cos

sin
1

x

x

x

x
a

a






 
  
 

 

(152) 

通過在 x a 處擴展式(152)，可得 
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2
lim lim .

1

x a x a

x x

a x a xx
a

a

 


  
  
 

 

(153) 

通過設置 x a   為漸近行為，可得 

0
lim lim .

2x a

x a

a x a x   


 
 (154) 

因此，裂縫尖端附近的應力場的漸近行為，可得 

(0, ) .
2

yz

a
S 


  (155) 

將式(155)代入式(128)，我們還可以得到 

.ШK S a  (156) 

對於反平面力場 ( 0)yz xzS   、 下的裂縫情況，如表二所示，對應的應力為： 

設 0x  後的
cos

(0, ) ,
sin

x
xz x

x

S 
 


   (157) 

由於式(157)中的函數與式(151)相同，同樣可得 

.ШK S a  (158) 

由公式(156)和(158)可看出，通過沿邊界設置 0x or s  的應力數據也可以生成 SIF，如[Sun和 Jin 2011; 

Wang等 1986]中所述。此外，還可以使用邊界密度來確定相同的 SIF。對於裂縫，我們有 

,z

x

u

h










 (159) 

在橢圓座標中 2 2sinh ( ) sin ( )x xh c    。對於線剛性夾雜，使用法向導數並乘以，可得 

,z

x

u

h










 (160) 

在橢圓座標中。因此，可以通過以下方法確定裂縫和線剛性夾雜的 SIF值 

0
lim 2 .ШK


 


  (161) 

表四是反平面力場下的裂縫和線剛性夾雜的 和 SIF。剛性夾雜的 SIF值。我們的計算公式比一般

方法的計算公式簡單，以線剛性夾雜或裂縫受不同方向作用的邊界上切向導數和法向導數來表示，

如表五所示。 

方法 3：J-積分 

在前兩種方法中，我們使用了應力強度因子的概念，它關注的是裂縫尖端附近的內部或邊界應力和

位移場[Irwin 1957]。裂縫的成長是由裂縫尖端附近的局部應力場決定的。在裂縫成長過程中，材

料的斷裂行為由能量變化來描述，即所謂的能量釋放率。然而，線性彈性破壞力學(LEFM)也可以

用能量法來研究。對於線性彈性材料，可以認為能量和應力場的方法是等價的。在破壞力學中，

Rice[Rice 1968a, b]首先從裂縫成長的勢能變化推導出 J-積分。J-積分理論對線性和非線性彈性材料

都是成立的。Rice[Rice 1968a]的 J積分定義為： 

( ) ,= =i i
i x i

u u
J Wdy T d Wn T d

x x
  

 
   

     (162) 

其中，是沿 J積分計算的路徑，
2

ij ij
W

 
 是線性彈性材料的應變能量密度，

xn 是外單位法向量n

在 x 方向的分量，
iu 是位移的 thi 分量， i ij jT n 是沿的牽引力，分別對於反平面問題，不變量的

剪切應變由以下公式表示。 

1 1
, ,

2 2

z z
xz yz

u u

x y
 

 
 

 
 (163) 
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和相應的應力遵守虎克定律為 

2 , 2 ,xz xz yz yz      (164) 

其中 為剪切模數。因此，應變能密度由以下公式表示 
2 2

.
2

xz yz

xz xz yz yzW
 

   



    (165) 

將式(153)代入式(154)，可得 

, .
yzxz z zu u

x y



 

 
 
 

 (166) 

現在，考慮反平面力場 ( 0)yz xzS   、 下一個裂縫，如圖 15(a)所示。選擇一沿橢圓形曲線的路徑，

如圖 16所示。將式(120-a)和式(120-b)代入式(165)中，應變能量密度可寫為 
2 22 2

2

sinh cos
( ),

2

x x

x

S c
W

J

 




  (167) 

分母中有雅可比項 2 2 2 2( , ) cosh sin sinh cosx x x x x x xJ J c        。路徑2
向外單位法向量n的分

量為 

       
2 2 2 2

sinh cos cosh sin
, .

sinh cos cosh sin sinh cos cosh sin

x x x x
x y

x x x x x x x x

n n
   

       
 

 

 (168) 

式(168)也可以寫成 

cos sin
, .x x

x y

x x

b a
n n

J J

 
   (169) 

將式(120-a)、(120-b)和(169)代入 i ij jT n 中，牽引力為: 

sinh sin .z xz x yz y x x

x

Sc
T n n

J
       (170) 

將式(120-a)、(167)、(168)、(170)和(171)代入式(162)中，可以得到半橢圓路徑
2 的 J-積分。 

 

2
2

/22 2 22 2

2 2

/2

2 2
1

1

cos cos
cos

2 2

tan 1/ sinh .

x x x
x x x x

x x x

b c J cS S b
J J d d

J J J

S c S b





 
  

 


 








   
     

   

 

 
 (171) 

路徑
1 和 3 的外單位法向量n的分量是 

1, 0.x yn n    (172) 

因此，路徑
1 和 3 的牽引力為 

   
2 2

2 2

2

2 2 2 2 2

sin cos sinh cosh
1 0

sin cos sin cos
.

(cosh sin sinh cos )

x x x x
z xz x yz y

x x

x x x x

x x x x x

Sc Sc
T n n

J J

Sc S

J

   
 

   

   

     

 


 (173) 

將
2

x


   和

2
x


  分別代代入式(165)和式(171)中的路徑

1 和 3 ，可以得到應變能量密度和牽引

力。 
22

2

sinh
,

2 cosh

x

x

S
W



 
  (174) 

0.zT   (175) 

將式(174)和(175)代入公式(162)中， cosh sinx x xdy c d   對路徑
1 和 3 的 J-積分，可得 
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 

 

1

1
1

2 22 2

2

0

2 2 2
1 1

1 1 1

sinh sinh
cosh

2 cosh 2 cosh

tan (sinh ) sinh( ) tan (sinh ) ,
2 2 2

x x
x x x

x x

S S c
J Wdy c d d

S c S c S b


 

  
   

  
  






 

    

   

  
 

 

 

3
3

1

02 22 2

2

2 2 2
1 1

1 1 1

sinh sinh
cosh

2 cosh 2 cosh

tan (sinh ) sinh tan (sinh ) ,
2 2 2

x x
x x x

x x

S S c
J Wdy c d d

S c S c S b



 
  

   

  
  






 

 
   

 

   

  
 

(176) 

式(176)顯示，
1 和 3 對 J-積分貢獻的權重相同。因此，可以得到路徑的 J-積分為 

 

  

1 2 3

2 2 2 2
1 1

1 1

2 2
1 1

1 1

tan (sinh ) tan 1/ sinh

tan (sinh ) tan 1/ sinh ,
2

S c S b S c S b
J J J J

S c S c

 
   


 

 

 

  

 

      

  

 (177) 

其中 c = a，式(177)可以改寫為 
22

.
2 2

ШKS a
J



 
   (178) 

式(178)得到了[Gdoutos et al 2003; Banks-Sills 2003; Sun and Jin 2011]中提到的結果。我們可以將相

同作法擴展到反平面力場 ( 0 )yz xz S   、 下一個線剛性夾雜。表六顯示了裂縫與線剛性夾雜之 J-

積分的比較，結果與卡式座標下 J-積分的一般推導結果相同。 

 

5 結論 

    本計畫使用邊界積分方程搭配分離核理論解析流力及固力兩類問題，分離核則採用自適性座標

展開。流力問題以流體通過圓形、橢圓形與薄板不透水結構問題為代表，固力問題則以圓形與橢圓

形之孔洞與剛性夾雜受反平面剪力作用問題做為代表，藉由將橢圓座標中的 即可得到裂縫與

線剛性夾雜問題的解，本文同時對 SCF 與 SIF 進行討論。由結果可知，孔洞在反平面剪力場作用

下，當無窮遠剪應力 S與剪力模數 的比值為 1時，其解與流體通過不透水結構物問題的解相同。

在理論解析過程也看到，夾雜受剪力作用例題會有退化尺度的產生，孔洞例題則無退化尺度產生。

經由柯西-黎曼關係式驗證，孔洞受 剪力作用與剛性夾雜受 剪力作用，其 SCF 具有互易性，

且最大值為 2。本研究採用五種方法解析 SIF，包括以位移由邊界及域內逼近裂縫與線剛性夾雜尖

端、以應力由邊界及域內逼近裂縫與線剛性夾雜尖端與 J積分，其結果一致皆為 。 
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7.圖表 

表一 通過圓形的不同流入方向的勢能場和速度的解析解。 

數學模型 

 
 

分離核 

  

遠程潛在流場    
圓柱體在無限平面不透水問題

的勢流    
總勢能場 

   
x方向的速度 

 
  

y方向速度 

 
  

解析函數 、(CV) 

  
實部（Re）或虛部（Im） 
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表二 反平面作用 ( 0 and )yz xz S    和 ( 0)yz xzS and    下的裂縫和線剛性夾雜的位移和應力

比較 
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表三 反平面作用 ( 0)yz xzS and    和 ( 0 and )yz xz S    下的裂縫和線剛性夾雜的位移和應力

比較。 
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表四 反平面剪力作用下的裂縫和線剛性夾雜的 和 SIF的比較。 
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表五 裂縫與線剛性夾雜在相反方向作用下的 Cauchy-Riemann關係。
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表六 比較裂縫和線剛性夾雜受反平面力場作用的 SIF和 J-積分。 
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圖 1. 勢流通過圓形障礙物問題的分解。 
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(a)內域 ( )R   (b)外域 ( )R   (c)全場 (0 )   

圖 2. 在極座標中R a ，基本解 ( ( , ))U s x 展開成分離核形式的等高線圖。 

 
 

 

 

 

 

 

圖 3. 勢流通過橢圓形障礙物問題的分解。 
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(a) A potential-flow problem across a circular cylinder 
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(a)內域 ( )x s   (b)外域 ( )x s   (c)全場 (0 )x    

圖 4. 在橢圓座標下( 0s  )，基本解 ( ( , ))U s x 展開成分離核形式的等高線圖。 

 
(a)原始問題          (b)反平面剪力下之位移   (c)無限域之位移含圓孔洞 

圖 5. 圓孔洞受反平面力場作用 ( 0)yz xzS   、 。 

 
        (a)原始問題              (b)反平面剪力下之位移    (c)無限域之位移含圓孔洞 

圖 6. 圓孔洞受反平面力場作用 ( 0 )yz xz S   、 。 

 
             (a)原始問題         (b)反平面剪力下之位移   (c)無限域之位移含橢圓孔洞 

圖 7. 橢圓孔洞/線裂縫受反平面力場作用 ( 0)yz xzS   、 。 
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         (a)原始問題            (b)反平面剪力下之位移 (c)無限域之位移含橢圓孔洞 

圖 8. 橢圓孔洞/線裂縫受反平面力場作用 ( 0 )yz xz S   、 。 

 
          (a)原始問題          (b)反平面剪力下之位移    (c)無限域之位移含圓孔洞 

圖 9. 圓剛性夾雜受反平面力場作用 ( 0)yz xzS   、  

 
         (a)原始問題             (b)反平面剪力下之位移  (c)無限域之位移含圓孔洞 

圖 10. 圓剛性夾雜受反平面力場作用 ( 0 )yz xz S   、  

 
       (a)原始問題             (b)反平面剪力下之位移  (c)無限域之位移含橢圓孔洞 

圖 11. 橢圓剛性夾雜受反平面力場作用 ( 0)yz xzS   、  
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       (a)原始問題              (b)反平面剪力下之位移 (c)無限域之位移含橢圓孔洞 

圖 12. 橢圓剛性夾雜受反平面力場作用 ( 0 )yz xz S   、  

 
圖 13. 通過沿徑向的徑向軸設置 0x  ，從場解獲得尖端附近漸變行為的觀察點。 

 
圖 14. 通過沿邊界設置 0x or s  ，從邊界數據中獲得尖端附近漸變行為的觀察點。 

             
     (a)原始問題                (b)反平面剪力下之位移     (c)無限域之位移含裂縫 

圖 15. 裂縫受反平面力場作用 ( 0).yz xzS   、  
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圖 16. J-積分的路徑，

1 2 3   。 

 

 


