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(一). 摘要 

矩陣操作與求逆是工程師進行數值方法分析模擬時最基礎也是最重要的數

理工具。在結構動力學中，對於多自由度系統的振動模擬，更是不可或缺。對於

在束制條件(constraint)下的結構物其柔度矩陣[F]與勁度矩陣[K]存在著互逆關係。

然而對於部分航太領域中的結構物，因物理(自由端)或數學(病態)導致勁度與柔

度矩陣秩降(存在剛體運動項)而不可逆。因此數學家便定義出廣義逆矩陣，解決

此類問題。結合奇異值分解與加邊矩陣的自救法，其數學構造亦是一種廣義逆矩

陣。而工程師則是透過虛擬剛體連桿(dummy link)進行求解。透過本計畫的研究，

我們利用奇異值分解法、Fredholm 二擇一定理等線性代數理論，可以將無束制結

構的勁度和柔度奇異矩陣其對應在數學與力學鏈結，搭配線性代數理論中四個向

量子空間去理解矩陣系統解空間及其所對應之力學內涵，並且可以發現 Fredholm

二擇一定理有解或無解條件之物理意義。 

 

(二). 研究動機 

學生於 2018 年修習海洋大學河海工程學系陳正宗特聘講座教授在大學部所

開設之工程數學課程，其中看到老師能以生動活潑的教學方式，以及將數學與

力學結合的教學內容講得神靈活現，使得數學背後有力學內涵、而力學蘊含著

數學模式，能夠讓我學習得非常紮實，並且體會到數學並非只是單純的符號運

算，而是富含著物理與力學意義，後來得知陳老師是國內首位數學與力學雙會

士，也就不足為奇了。大三時，學生修習由海洋大學河海工程學系郭世榮主任

開設的結構學課程，其中看到老師以簡單明瞭的教學方式教導結構學重要的基

本知識，讓我有了想更加深入學習有關結構學的知識。因此有了想跟老師們學

習更多知識的動力，毅然決然辭掉在補習班的工讀，進入由郭世榮主任與陳正

宗特聘講座教授共同主持的 NTOU/MSV 研究團隊學習。 

因此，為了獲得更多數學與力學的相關知識，學生於 2019 年，大三時，修

習海洋大學河工系陳正宗特聘講座教授於碩士班開設的課程「邊界元素法」。在

每堂課結束後老師都會提出一個問題，讓我們用一星期的時間進行思索解答。

在學期初這對我而言是相當的困難，但是經過了一段時間的訓練以及實驗室中

學長姊的幫助，讓我慢慢地能夠自行解出答案，其成就感也是未曾有過的。我

也在這門課程中接觸並學習 Mathematica 符號運算軟體的應用。這門課程使我

獲益良多，也使我的數理觀念與基礎更加穩固。在進入 MSV 實驗室後看到許

多學長姊在科技部大專生專題計畫成功的成果，以及許多在 SCI 學術期刊中發
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表的文章，如表一所示，更堅定自己想做研究的念頭。希望透過執行科技部大

專生研究計畫，透過體驗做研究的過程，從中學習和提升做研究的能力，進而

充實自己大學生活，以及對未來升學與在工作處事上能夠有所幫助。過程中肯

定做中錯，錯中學，學中做，但必定會有成長。 

在 2020 年寒假期間，陳老師邀請台大土木系林聰悟名譽教授來進行延平講

座演講(附件一)，演講題目是「從結構力學談線性代數中矩陣秩降現象」，林老師

以樑的勁度矩陣當例子來說明矩陣秩降與結構力學的關聯性。由於這次演講，讓

我對於結構力學中的勁度矩陣秩降後的各種問題感到好奇有趣。更榮幸的是，經

過師生互動交流後，林聰悟老師不嫌棄我是懵懵懂懂的大學生，願意協助郭世榮

老師與陳正宗老師來共同指導我學習做研究。因此以「Fredholm 二擇一定理在結

構力學上的應用」為題申請科技部大專學生研究計畫。假設勁度矩陣為一 n n階

矩陣，在結構學課本中提到勁度矩陣為柔度矩陣之逆也就是 1[ ] [ ]K F ，但是如

果當這個結構物處於自由-自由(無任何束制)時就會導致勁度矩陣產生秩降，使得

矩陣奇異，因此就無法直接由傳統定義求解柔度矩陣以及力與位移關係。因此需

使用 Fredholm 二擇一定理進行分析，並且藉由奇異值分解、Moore-Penrose 廣義

逆矩陣、奇異矩陣 LDU 分解和增加虛擬剛體連桿[1]等方法去探討並連結數學與

力學之間的關聯，這些不同的數學工具或工程想法將在此計畫獲得鏈結。 

 

(三). 文獻回顧與探討 

在邊界元素法(BEM)中的退化尺度、退化邊界、虛擬頻率和假根問題與有限

元素法(FEM)中的沙漏模式存在著矩陣秩降(rank deficiency)問題。從物理的觀點

來看，當一個構造物為自由-自由(無束制條件)結構時，存在剛體模態(rigid body 

mode)使得這個自由-自由結構的勁度矩陣奇異；從數學來看，在 Laplace 方程的

Neumann 邊界條件問題或 Navier 方程的曳引力問題上會產生非唯一解，以及勢

能理論中的二維 Dirichlet 問題或受約束結構的二維彈性問題用邊界元素法求解

時也可能會導致影響矩陣秩降及解的非唯一性[2-8]，表二簡單列表出數學與結構

力學的關係。 

有關於奇異勁度和柔度矩陣的求解，陳等人[9，10]利用自救法，使原奇異勁

度或柔度矩陣增邊成一個加邊非奇異矩陣，也就是升元滿秩，接著再通過對非奇

異矩陣求逆從而能於加邊矩陣中獲得逆矩陣，而其子矩陣恰為廣義逆矩陣，並且

舉了一維至三維結構為例驗證此法的可行性，此結果還曾在 2019 年力學期刊獲

得固力組最佳論文獎。陳等人[2]透過邊界積分方程式的概念，利用直接法和間接

法，推導了對偶積分方程式，並且在從中推導出桿和樑元素的勁度和柔度矩陣。
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Felippa [3、8]說明自由-自由柔度矩陣基於子結構的算法的應用，以及建構出自

由-自由柔度矩陣可以藉由對勁度矩陣進行廣義逆矩陣的操作求得，並且也說明

了勁度矩陣與柔度矩陣的廣義逆性質。林等人[1]也提供了一個分解大型奇異矩

陣的方法，在高斯消去法的過程中，即使樞紐元素為零時，也可以不必列行交換，

且在保持對稱矩陣條件下，也能求解並得到秩(rank)與零化度(nullity)。 

有關廣義逆理論於二十世紀時 Fredholm、Hilbert、Schmidt、Bounitzky、

Hurwitz 等人均曾對於廣義逆有所研究[11]。最早在 1903 年，Fredholm 就引入了

積分算子的偽逆之概念，偽逆或稱做廣義逆(generalized inverse)矩陣則由 Moore

於 1920 年利用投影的方法給予了廣義逆的嚴謹定義。後來 Penrose [12]於 1955

年獨立提出類似的想法，並用四個矩陣方程式以非常簡單直觀的方式給出了廣義

逆的等價定義並且提供了一些矩陣用於廣義逆操作可得唯一解的證明，也因為

Moore 與 Penrose 對於廣義逆理論作出的偉大貢獻，使得後來學者統一稱之為

Moore-Penrose 廣義逆矩陣。Hartwig [13]利用奇異值分解以及加邊矩陣對 Moore-

Penrose 廣義逆進行操作和推導，但其內容大多是一些數學符號上的運算，而對

於物理上的意義就著墨甚少。在 Adi [11]的書中，作者對廣義逆的數學操作做了

很多的推導證明。 

奇異值分解法對於線性代數研究是個相當重要的工具，並且運用的問題非常

廣泛，陳等人將奇異值分解法和 Fredholm 二擇一定理應用於連體力學(continuum 

mechanics) [14]及聲學中的假根 (spurious eigenvalues)與虛擬頻率 (fictitious-

frequency)問題[15]，其中補充行(updating document by column)補充列(updating 

term by row)的技巧用來濾假存真，這些想法是取自 google搜尋引擎資料檢索(data 

retrieval)的概念。 

從過去的文獻中已經可以發現對於求解自由-自由結構的勁度和柔度矩陣雖

然已經有著大量的研究，但從不同領域，數學與力學的鏈結著墨甚少。因此本計

畫以結合奇異值分解法與 Fredholm 二擇一定理，研究與統合結構矩陣秩降的問

題，解釋其存在的數學和力學意義。 
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表一 NTOU/MSV 大學部學生SCI論文成功案例（1995-2020) 

姓名 研究課題 SCI 期刊 

鄭岳世 

(1996) 

Dual series representation and its applications to a 

string subjected to support motions 
ADV 

陳桂鴻 

(1998) 

Analytical study and numerical experiments for 

Laplace equation with overspecified BCs 
AMM 

劉立偉 

(2000) 

On the free terms of the dual BEM for the two and 

three- dimensional Laplace problems 
JMST 

林盛益 

(2002) 

A new point of view for the polar decomposition using 

singular value decomposition 
IJCN 

葉雅婷 

(2004) 

A meshless method for free vibration analysis of 

circular and rectangular clamped plates using radial 

basis function 

EABE 

蔡明宏 

(2008) 

Conformal mapping and bipolar coordinate for 

eccentric problems 
CAEE 

高聖凱 

(2008) 

Waves in string using diamond rule and Mathematica 

software 
CAEE 

謝正昌 

(2008) 

Derivation of stiffness and flexibility for rods and 

beams by using dual integral equations 
EABE 

吳國綸 

(2008) 

Regularized meshless mathod for Cauchy problems CM 

李家瑋 

(2008) 

On the spurious eigensolutions for the real-part 

boundary element method 
EABE 

余尚儒 

(2008) 

Equivalence between Trefftz method and method of 

fundamental solution for the annular Green’s function 
EABE 

蕭宇志 

(2010) 

Analysis of water wave problems containing single and 

multiple cylinders by using the degenerate kernel 

method 

ISOPE 

高怡絹 

(2014) 

Eigenanalysis for a confocal prolate spheroidal 

resonator using the null-field BIEM in conjunction with 

degenerate kernels 

Acta Mechanica 

凃雅瀞 

(2014) 

A self-regularized approach for deriving the freefree 

flexibility and stiffness matrices 
C & S 

凃雅瀞 

(2016) 

Focusing phenomenon and near-trapped modes of SH 

waves 
EEEV 

黃乙玲 

(2019) 

Revisit of the degenerate scale for an infinite plane 

problem containing two circular holes using conformal 

mapping 

AML 

邵程祥、呂政軒 On the linkage between influence matrices in the BIEM JOM 
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表二 數學與結構力學對應關係 

數學 結構力學 

零空間 

(Null space) 

假模態；剛體模態 

(Spurious mode)；(Rigid body mode) 

秩降 

(Rank deficiency) 

自由結構 

(Free-Free structure) 

加邊矩陣 

(Bordered matrix) 

增加虛擬桿件自由度 

(Adding an extra degree of freedom) 

廣義逆矩陣 

(Generalized inverse) 

 (Moore-Penrose) 

自由-自由柔度矩陣 

(Free–free flexibility matrix) 

自由-自由勁度矩陣 

(Free–free stiffness matrix) 

影響矩陣 

(Influence matrix) 

勁度矩陣和柔度矩陣 

(Stiffness or flexibility matrix) 

 

 

(四). 問題描述 

結構分析的目的主要為決定結構內各部件因外部作用而產生之力，同時求得

結構各個控制點之變位，了解整個結構系統力與變位之關係。因此從結構學中我

們可以得知勁度 K 、柔度矩陣 F 、力 p 與變位 u 存在著如以下的形式: 

      u pK  (4.1)  

以及 

      p uF  (4.2)  

在(4.1)、(4.2)式中，我們可以很直接的觀察到勁度矩陣與柔度矩陣互為逆矩陣

之關係(  
1
   FK )，因此對於具有束制條件的結構系統，我們僅須對勁度矩陣

簡單的求逆即可得到結構系統力與變位關係。然而，當這個結構物是在自由-自

由的條件下，會因矩陣秩不足而產生勁度矩陣奇異的狀況，使得柔度矩陣無法單

純對勁度矩陣求逆導得或是說(4.1)式無法輕易地被求解，舉一維樑為例如表三

(2021) and BEM to explain the mechanism of degenerate scale 

周彥廷 

(2021) 

On the path independence and invariant of the J-

integral for a slant crack and rigid-line inclusion using 

degenerate kernels and the dual BEM 

EABE 
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所示。因此如何處理這類型的病態(ill-posed)矩陣就是一個值得研究的地方。 

 

(五). 研究方法與理論 

5.1 Fredholm 二擇一定理 

5.1.1 奇異值分解(SVD) 

對於一般的線性代數系統，可表示成如下形式: 

   
2 1 2 12 2  

   N NN N
x bA  (5.1)  

其中 b 為已知項， x 為待解未知項， A 可以是任意矩陣如: 、K F 等。藉由

引入奇異值分解，矩陣 A 可以被分解成如下形式: 

        
2

2 2 2 2 2 22 2
1

  
  



       
N

T T

i i iN N N N N NN N
i

A  (5.2)  

其中  為對角矩陣 1 2 2     N，左奇異矩陣為       1 2 2, , , ;      N

右奇異矩陣為       1 2 2, , ,      N 。根據奇異值分解的構造和奇異向量

的基底，未知向量 x 可以表示成右奇異向量的線性組合: 

   
2

1

 



N

i i

i

x  (5.3)  

同樣地，外力向量 b 可以表示成左奇異向量的線性組合如下形式: 

表三 具束制與無束制之一維樑 

 

具束制條件
無束制條件
自由-自由

Rod

Beam

3 3,p u

2 2,p u

1 1,p u

4 4,p u

1 1,p u 2 2,p u

1 1,p u2 2,p u
1 1,p u
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2

1

 



N

i i

i

b  (5.4)  

將(5.2)、(5.3)與(5.4)式帶入(5.1)式，可以得到 

   
2 2

1 1

    
 

 
N N

k k k i i

k i

 (5.5)  

接者將(5.5)式等號左側和右側同時內積上  j ，由於奇異值向量皆互為正交向量

基底，所以當 j 與 k、i 相等時才會有值，因此可以得到 

, 1,2, , 2





 
j

j

j

j N  (5.6)  

(5.6)式中， j
是 b 的參與因子(Participation factor)也可叫做負載參與因子(Loading 

participation factor)，而 j
稱為有效參與因子(Effective participation factor)。如果矩

陣 A 的秩為 r，這表示有奇異值 0, 1,2, , 2   i i N r。從線性變換的觀點， A

為一個將 x 映射(Mapping)至 b 的操作元，並且 b 屬於 A 的值域(Range)，因

此 A 可視為具有  0, 1,2, ,2   i i N r的值域缺損。Fredholm 二擇一定理中的

判別式: 

    0, 1,2, ,2   
T

iA i N r  (5.7)  

從(5.7)式中可以看出， i
就是存在於值域中的一個子空間，即左零空間(Left null 

space,   ( ), 1,2, ,2   T

i N A i N r )。在(5.6)式中，當 0, 1,2, , 2   i i N r，

表示外力向量 b 不包含任何一個左零空間中的向量，所以我們稱 x 為無限多

解並且其中包含著一個特解以及無窮的補解群；當 0, 1,2, , 2   i i N r，則相

反，為無解情形。Fredholm 二擇一定理之關係可整理如下: 

   

   

0
0, 0 (  )

0
, 1,2, ,2

0, 0 , 0. (  )
0

T

i i

T

i i

i

i

b Infinite solutions

i N r
c

b c no solutions

 

 






   

 
     


 (5.8)  

有關整個 A 之映射關係可以圖一[18]呈現。圖中說明各正交基底向量與矩陣 A
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之映射關系，而黃色區塊、紅色區塊、綠色區塊以及藍色區塊分別為矩陣 A 之

列 ( )R A 、行 ( )C A 、零 ( )N A 以及左零 ( )TN A 空間。 

 

 

5.1.2 特徵值與特徵向量 

除了使用奇異值分解技巧外，也可以利用特徵值方法幫助我們了解 Fredholm

二擇一定理之幾何以及物理意涵。我們舉表三中無束制條件之桿件以及正三角形

桁架為例子。已知一維桿與樑之勁度矩陣分別為: 

   
1 1

1 1

T

rod rod

EA
K K

L

 
   

 
 (5.9)  

以及 

   
2 2

2

3

2

12 6 12 6

6 4 6 2

12 6 12 6

6 2 6 4

T

beam beam

L L

L L L L

L L

L L L

E
K

L

I
K

L

 
 
  
 
 
 





  



 (5.10)  

其中 E 是彈性模數，I 是截面二次矩，L 為樑長度、A 為截面積，為了不失一般

性，我們令 E、I、L 以及 A 為 1。在線性代數理論中，一般的特徵值方程式為:  

               1 2 2 1 2 2; ; ; ; ; ;N NA               (5.11)  

 

圖一 [A]之映射關係 

2
R

N
2

R
N

     p cx x x 

 px

 cx

 b

 0
 0

    pA x b

    A x b

    0cA x 

 iψ

 0

iψ

dim r
dim r

dim 2N r

dim 2N r

i = 2N - r + 1, ...,2N

    i i iA   

     
T

i i iA   

    0 00i iA  

     0 00
T

i iA  

 i

 0i

Domain Range

superscript "0" denotes the zero singular value

Nullspace

N(A) T

Left nullspace

N(A )

   
T

Row space

R(A)or C(A )

All range of A y

T

  

Column space

R(A )or C(A)

All range of A x

T

   
2

1

N

i i

i

x  


       
2

1

N

i i

i

A x y  


 

i = 1, ...,2N - r

i = 2N - r + 1, ...,2N

i = 1, ...,2N - r
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其中  為對角矩陣 1 2 2N     。從(5.11)式我們可以知道(5.7)式為具零特

徵值的特徵值方程式。因此我們可以分別得到(5.9)與(5.10)式特徵值為零對應之

特徵值方程式如下: 

   1

1 1 1 0

1 1 1 0

T

T

beam rK v
     

     
     

 (5.12)  

 以及 

       1 2

12 6 12 6

6 4 6 2

12 6 12 6

6 2

1 1

0 1
; 0 ; 0

1 0

0 16 4

T

T

beam b bK v v

   
   
           
   






  

  

 (5.13)  

(5.12)與(5.13)式中之特徵向量即分別為一維桿( 1rv  )與樑(   1 2b bv v、  )之剛體運

動模態如表四、五所示。  

 

 

 

利用相同的步驟，我們再舉一個例子，有一個正三角形桁架如下圖二，

表四 一維桿之剛體運動 

 

 

剛體運動(平移)

1 1u 
2 1u   1

1

1
rv

 
  
 

表五 一維樑之剛體運動 

 
 

剛體運動(平移) 剛體運動(旋轉)

1 1u  3 1u 

2 1u 

3 1u 
1 1u  

 1 1,0,1,0
T

bv   2 1,1,0,1
T

bv  
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其勁度矩陣為: 

   

5 3 1 3
1 0

4 4 4 4

3 3 3 3
0 0

4 4 4 4

1 3 1 1 3
0

4 4 2 4 4

3 3 3 3 3
0

4 4 2 4 4

1 3 5 3
1 0

4 4 4 4

3 3 3 3
0 0

4 4 4 4

T

truss truss

EA
K K

L

 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 


  

 

  

  

  

  
 

 (5.14)  

(5.14)式為一奇異矩陣且秩為 3，因此我們同樣可以得到(5.14)式的三個特徵向量

如下: 

     1 2 3

0 01

2 10

13 3

01 0

10 0

00 1

, ,t t tv v v

    
    
    
       

       
     
     
 





   
       

 (5.15)  

(5.15)式中，這三個特徵向量為圖二中桁架之剛體運動模態如表六所示。 

 

圖二 自由-自由正三角形桁架自由度示意圖 

1 1,p u

2 2,p u

3 3,p u

4 4,p u

5 5,p u

6 6,p u

L
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從以上兩個算例可以清楚地了解，利用(5.7)、(5.11)式我們可以求得 
T

beamK 以及

 
T

trussK 之特徵向量，這說明這些剛體運動向量都是由矩陣的  ( ( )TN A )

為基底組成。有關於 Fredholm 二擇一定理有解條件的物理意義就可以很清楚地

了解。在(4.1)、(4.2)式中變位 u 分別是勁度矩陣與柔度矩陣的定義域和值域，

而力 p 則是勁度矩陣與柔度矩陣的值域和定義域。對(4.2)式，若這個結構的變

位 u 是由剛體運動所組成，如此以來我們必然無法找到(4.2)式的解，表示這個

結構無額外束制條件，符合 Fredholm 所宣稱的(5.8)式中的無解。而對於(4.1)式，

則是力不平衡之狀況。因此，對於柔度矩陣可以將 Fredholm 二擇一定理中的有

無解條件理解為是否含有剛體運動；而至於勁度矩陣則可以理解為一個結構物之

力平衡條件。表七所示物理(勁度與柔度)與數學模型(邊界元素法)中 Fredholm 二

擇一定理於解空間無解與有解之比較關係。 

表六 正三角形桁架之剛體運動 

 

 

剛體運動(旋轉-逆) 剛體運動(平移) 剛體運動(旋轉-順)

 1 0,2, 3,1,0,0
T

tv    2 1,0,1,0,1,0
T

tv   3 0, 1, 3,0,0,1
T

tv  

3 1u 

1 1u 5 1u 
2 2u 

4 1u 3 3u  

2 1u  6 1u 

3 3u 
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表七 Fredholm 二擇一定理 

 

Physics

(Structural Analysis)

Mathematics

(BIEM)

    : beamStiffness K u = p

    : beamFlexibility F p = u

 

1

1

0

1

p

 
 
 

  
 
  

力不平衡
No solution

含剛體運動項
No solution

力平衡
Infinite 

solution

不含剛體
運動項
Infinite 

solution

       BU x,s s dB s = u s

解空間缺損剛體運動項

2 1p  4 1p 

1 2p  3 2p  

 

2

1

2

1

p

 
 
 

  
 
  

2 1p 
4 1p 

1 1p   3 0p 

 

1

1

0

1

u

 
 
 

  
 
  

 

2

1

2

1

u

 
 
 

  
 
  

1 2u 

2 1u 

3 2u  

3 1u 

退化尺度時
Dirichlet邊界條件
邊界上給常數位移

            B B
M x,s u s dB s = L x,s t s dB s

裂縫問題(Neumann邊界條件, Traction free)

  1u s 

   No sos lution

 u s 不含常數基底

   Infinite solus tion

      含偶函數基底
B

L x,s t s dB s

   No sou s lution

   Infinite soluu s tion

      不含偶函數基底
B

L x,s t s dB s

解空間缺損對稱基底

2 1u 

3 1u 1 1u  

1 1u 2 1u 

Rod

Beam

Rod

Beam

1 1u 2 1u  

 
1

1
u

 
  

 

 
1

1
u

 
  
 

 
1

1
p

 
  
 

 
1

1
p

 
  

 

1 1p 2 1p  

1 1p 
2 1p 

Rod

Beam

Rod

Beam

yz S  

yz S  

0t 

D

B

2a
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5.2 自救法 

由於無額外束制之結構矩陣是奇異矩陣，所以對反矩陣需要特別注意。因此，

可以使用 SVD 和增邊矩陣對奇異矩陣進行正則化，而這些也可以用 Fredholm 二

擇一定理解釋。從(5.6)式可以看出，如果一個矩陣有奇異值 i ( 1,2, ,2i N r  )

為零，則會有
i ( 1,2, ,2i N r  )無法被決定。因此為了得到唯一的解，我們可

以強迫
i 為零如下: 

     0
T

p ix   , 1,2, ,2i N r   (5.16)  

其中我們可以視 px 為不包含任何補解成分之特解。由於值域缺損，因此可以將

(5.1)式正則化如以下形式: 

      
2

1

N r

p i i

i

A x c b




   (5.17)  

其中 ic 是待定係數。藉由將(5.16)與(5.17)式合併我們可以得到: 

     

 

 

   2

1 1

(4 ) 122 (4 ) 1(4 ) (4 )

0 0 0

00 0

i N r
p

T

T

N rN rN r N rN r N r

A x b

c

c

 







     

     
     
     

    
    
        

 (5.18)  

因此就可以得到增邊矩陣 bA 為: 

 

     

 

 

2

1

(4 ) (4 )

2 (4 ) (4 )

0 0

0 0

i N r

T

b N r N r

T

N r N r N r

A

A

 







  

   

 
 
 

  
 
 
 

 (5.19)  

此時  bA 為非奇異矩陣，在(5.18)式中的 px 以及 ic 就可以很輕易的被求得。當

問題之線性代數系統的解若為無窮多解情況， ic 則必定為零(    
T

i ic b  )。 

算例(一維樑): 

我們可以將(5.10)式之一維樑勁度矩陣以(5.2)式做奇異值分解如下所示: 
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2 1 2 2 1 2
0 0

5 53 15 3 15

30 0 0 01 1 1 1 1 1 1 1

0 2 0 010 2 3 15 10 2 3 15

0 0 0 02 3 2 3
0 0 0 0

0 0 0 05 5 5 5

1 1 1 1 1 1 1 1

10 2 3 15 10 2 3 15

T

beam

T

K

 

   

   
   
   

    
    
    
    
    
    



 

 

  
   
   

 (5.20)  

將(5.20)式代入(5.18)式，並且給其一組滿足 Fredholm 二擇一定理無限多解狀況

下之外力項(    0
T

b   )。藉此線性代數系統可以擴增成: 

1

2

3

4

1

2

1 2
12 6 12 6

3 15

1 1
6 4 6 2

3 15

3
12 6 12 6 0

5

1 1
6 2 6 4

3 15

1 1 1
0 0 0

3 3 3

2 1 3 1
0 0

24

12

24

12

0

0

515 15 15

u

u

u

u

c

c

 
 
 
 
     
     
     
           
     
     
     
      
 
 


 



  









 

 (5.21)  

此時增邊矩陣滿秩，為求得結構之變位只需逆矩陣即可 

1

2

3

4

1

2

4

5

2

5

4

5

2

5

0

0

u

u

u

u

c

c

 
 
  
  
  
     

   
   
   
   
   




 
  

 (5.22)  

其中{u}=u1, u2, u3, u4
T=4/5, 2/5, -4/5, 2/5T即為這個線性方程組之特解。 
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5.3 高斯消去法 

高斯消去法為在線性代數中常見的一種用於求解 n 元一次線性方程組的算

法，利用消去與代入即可得解。在前面，有關 Fredholm 二擇一定理之有解條件

我們已經做了詳細的探討。接著，在這個部分我將舉一維樑在兩種外力條件(力

平衡、力不平衡)下，在使用高斯消去法解奇異矩陣時之關係。給以下無束制一維

樑於力平衡下之線性方程組: 

1

2

3

4

12 6 12 6

6 4 6 2

12 6 1

24

12

2 6

6 6 4 22

24

1

u

u

u

u

    
    
        

     
   





  

      

 (5.23)  

在經過高斯消去過程後，我們可以得到: 

1

2

3

4

12 6 12 6

0 1 0 1

0 0 0 0

0 0 0

24

0

0

0 0

u

u

u

u

    
    
        

     
         




 (5.24)  

在(5.24)式中，由於 3u 與 4u 無法找到對應值，因此我分別令 3u 與 4u 為 c 與 d，可

以得到以下關係式: 

1 2 3 4

2 4

3

4

12 6 12 6 24

0

u u u u

u u

u c

u d

   


 



 

 (5.25)  

因此(5.23)式之解可以求得並且我們其中無窮多解的部分可以理解為這個方程式

之補解即為剛體運動，如下所示: 

1

2

3

4

2 2 1 1

0 0 1

0 1 0

0 0 1

u c d

u d
c d

u c

u d

           
         
         

            
         
                 

 (5.26)  

然而(5.26)式中 2,0,0,0
T
雖是(5.23)式之特解，但非不含奇異值向量之唯一特解，

而與奇異值分解所得之特解不同，但其差異一定可以由補解(奇異值向量或剛體

運動向量)組成。奇異值向量雖然互為正交，但因特徵值同為零亦會有不同組合。

剛體運動向量雖不具正交性，但均可由奇異值向量組成。為做比較，我將(5.26)

式以奇異值向量表示 
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24 1
155 3
12

1
1525

3
4 3 3

2

0
5 5

1 1

0

1
2 1

3

0 1 3 4 5

0 1 0 15

0 0

5 15

1

c d c
c d

                                           
               

           
                



 

     
     

  



  

 (5.27)  

結果與自救法者相同。討論完力平衡狀況。接著，給以下無束制一維樑於力不平

衡下之線性方程組: 

1

2

3

4

12 6 12 6

6 4 6 2

12 6 1

24

12

2 6

6 6 4 82

24

1

u

u

u

u

    
    
        

     
   





  

      

 (5.28)  

在經過高斯消去過程後，我們可以得到: 

1

2

3

4

12 6 12 6

0 1 0 1

0 0 0 0

0 0 0

24

0

6

0 0

u

u

u

u

    
    
        

     
         




 (5.29)  

在(5.29)式中，可以看出一個矛盾的地方， 30 6u  ( 3u   )， 3u 不可能被決定，因

此(5.28)式無解。從使用高斯消去法的過程，同樣可以得到與 Fredholm 二擇一定

理一樣的結果。其物理的感覺可以是已知外力項要平衡，而從線性變換之觀點則

是若合力向量含有左零向量則會無解。 

 

5.4 最小平方法(Least squares) 

在線性代數的理論中，假如未知外力項不完全屬於矩陣之行空間，從

Fredholm 二擇一定理的角度來看這表示無解。而如果問題可以接受最佳近似解，

就只需將 b 投影至  C A 。此時的誤差向量就有最小之平方長度 

    
2

2
min

x
A x b  (5.30)  

藉由(5.30)之定義我們可以得到 

        
T T

A A x A b  (5.31)  

因此我們只需求出(5.31)式之解就為此方程組之最佳近似解。此方法常見於迴歸

分析，對於方程組過定之情形，也就是線性方程式多於未知數，藉由一個轉置矩
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陣將原本過定之方程組正規化，使其只需對   
T

A A 求逆就可得解。從矩陣線性

變換和向量組合的觀點， b 可以由矩陣之右奇異向量組成，其包含了矩陣之左

零向量。在 Fredholm 二擇一定理中我們知道    0
T

A   ，因此(5.31)式可視為將

 b 在左零向量基底篩除，進而使方程組能找出在  R A 之一最佳近似解。然而，

此時我們又會碰到一個問題，對於無額外束制條件之勁度矩陣，儘管其並無方程

組過定之情形，我們仍將其套入這個數學模型，會發現原本就奇異之勁度矩陣在

多乘一個轉置矩陣仍然奇異。如果我們欲求得唯一特解，其必定屬於矩陣 A 之

列空間，並代入(5.1)式可以得到 

    
2

2 1

N

p i i i

i N r

A x   
  

   (5.32)  

接著求出 b 於 A 行空間的正交投影，我們可以得到 

          
2

2 1

,
N

T

p i i p

i N r

b b b C A 
  

 
  
 
  (5.33)  

將(5.32)與(5.33)式合併可得 

      
2 2

2 1 2 1

N N
T

i i i i i

i N r i N r

b    
     

 
  
 

   (5.34)  

在(5.34)式兩邊同乘 
T

i ， 2 1, ,2i N r N   ，並將奇異值除至等號右側可得 

   
1

, 2 1, ,2
T

i i

i

b i N r N 


     (5.35)  

從這裡我們可以得到 i 之權重，再將其乘上 i 就可得到唯一特解 x : 

        
2 2

2 1 2 1

1N N
T

i i i i

i N r i N r i

x b   
     

    (5.36)  

有趣的是，我們知道一奇異矩陣雖然並不存在逆矩陣，但是一定有偽逆矩陣表示

如下: 

 
 

     
2 2

†

12 2 2 22 2
1 2 1

0 0 1
[ ] [ ] 0

0

N r N
T TT

N N N N i i i iN N
i i N r i

A    




 
   

 
     

  
   (5.37)  

所以最佳近似解就可藉由偽逆矩陣求得 

     
†

x A b  (5.38)  

因此偽逆矩陣之應用也可在此看出。而有關偽逆矩陣 
†

A 之映射關係可以同線

性代數大師“G. Strang”著書之封面如圖三[18]之方式呈現。 
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(六). 結論 

透過本計畫的研究，利用奇異值分解法、Fredholm二擇一定理與偽逆矩陣，

研究自由-自由結構的勁度和柔度矩陣等結構矩陣與線性代數理論，討論了幾個

求解奇異矩陣之方程組的方法。將不同領域之數學與力學的鏈結，使得工程穿過

數學，數學穿過工程，進而彼此互通。並且我們也充分的認識有關於矩陣四個子

空間之映射關係與其對應之力學意義。並詳細的探討Fredholm二擇一定理中有無

解條件對於勁度與柔度矩陣分別之力學內涵為一個結構物之力平衡條件以及是

否含有剛體運動。並幫助我們對於整個矩陣解空間有更好的掌握。 
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圖三 偽逆矩陣 
†

A 之映射關係 
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T

   
2

1

N

i i

i

x  


       
2

1

N

i i

i

A x b  


 

i = 1, ...,2N - r

i = 2N - r + 1, ...,2N

i = 1, ...,2N - r

     p cb b b 

     
†

A b x

     
†

pA b x

     
†

0cA b 
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使我能夠如期完成此計畫，並且在結構矩陣，線性代數理論等方面有了更深入的

了解。 

在這幾個月學到的很多，包括:研究方法、文獻蒐集、研究態度、訓練閱讀

文獻以及結案報告撰寫等等，這些經歷都是在大學時期從來沒有接觸過的。並且

在執行計畫的這段時間，學生除了大專生計畫的執行外，也分別探討過在邊界元

素法中影響係數矩陣於退化邊界與退化尺度而引致的矩陣秩降問題，並且也有將

相關結果撰寫成文章分別參加中國機械工程學會第37屆學術研討會和第44屆力

學會議學生論文競賽獲得第二名，以及投稿至Journal of Mechanics並被接受刊

登。從申請計畫案後到現在這一年的時間，感受自己有所成長，體會到什麼是真

正的研究，而甚麼又是研究的樂趣，這都是在課堂上所學不到的。若沒有老師們

與力學聲響振動實驗室的幫助，我也沒有機會參與科技部的大專生計畫。老師的

指導，我所甚感動，萬言無法充分表達心中感謝。 
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